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1 Podstawy

Operacje bitowe to operacje dziatajace na reprezentacjach bitowych liczb. Ob-
stuguja je wszystkie typy liczboweEI

Binarne operacje (tzn. z dwoma parametrami) bitowe dzialaja jak odpowied-
nie operacje logiczne na kazdej parze odpowiadajacych bitéw obu liczb.

Operator ‘ Operator logiczny ‘ Warunek 1
& &&, and oba bity to 1
| [l, or co najmniej jeden z bitow to 1
- (xor) dokltadnie jeden z bitéow to 1

Przyklady (liczymy 155 & 25, 100 | 172, 87 ~ 248):

1001 1011 | 0110 0100 | 0101 0111
& 0001 1001 | | 1010 1100 | ~ 1111 1000
0001 1001 | 1110 1100 | 1010 1111

Do tego dochodza przesuniecia bitowe (bitshifty), ktére dzialaja na troche
innej zasadzie:

® x << s to liczba z przesunigta o s bitow w lewo. 5 << 2 = 20

e x >> s to liczba z przesunigta o s bitow w prawo. 42 >> 3 = 5

Jezeli jaki$ bit ,wyjdzie” poza wielko$é typu (np. 32 bity unsigned), to
przepada. (3 >> 1) << 1 = 2.

Jest jeden operator unarny (tzn. z jednym parametrem): ~ (operator negacji,
czyli not), odpowiadajacy !: neguje wszystkie bity.

Uwaga. Operacje bitowe maja bardzo niski priorytet w kolejnosci operato-
réw, wiec warto opatrzy¢ je nawiasami. Wigcej o priorytetach tutaj: |[operator
precedence].

LW tej kartce ,typy liczbowe” rozumiane sa jako typy reprezentujace liczby catkowite: int,
unsigned, long itd.


https://en.cppreference.com/w/cpp/language/operator_precedence
https://en.cppreference.com/w/cpp/language/operator_precedence

2 Dodatkowe operacje — rozszerzenia g++

g++ udostepnia nam jeszcze troche dodatkowych operacji, dostepnych jako funk-
cje. Nie wszystkie procesory je obsluguja, ale w razie czego g++ zapewni wlasna,
szybka implementacje.

Funkcja ‘ Dziatanie
__builtin_clz(x) count leading zeroes. Liczba zer wiodacych.
__builtin_ctz(x) count trailing zeroes. Liczba zer konczacych.

__builtin_popcount (x) | Liczba bitéw zapalonych (czyli 1).

Kazda z funkcji dziala domyslnie na unsigned int, ale ma odpowiedniki
dzialajace na unsigned long i unsigned long long — maja one dodatkowy
sufiks 1 lub 11. Przyktadowo, rodzina clz to __builtin_clz, __builtin_clzl,
__builtin_clzll. Wszystkie funkcje zwracaja int-a. Zachowanie clz i ctz na
0 jest niezdefiniowane.

3 Ciekawe wlasnosci

e Bitshifty o k odpowiadaja pomnozeniu/podzieleniu (z podloga) przez 2.
Zatem potegi dwdjki mozna liczy¢ przez 1 << k. Uwaga. Jezeli kompila-
tor ma wylaczone optymalizacje (-00) to bitshifty sa szybsze od operacji
arytmetycznych. To znaczy, ze w takich dziwnych warunkach x >> 1 jest
szybsze od x / 2. Dotyczy to tylko dzielenia/mnozenia przez stale.

e W drzewie binarnym, w ktérym indeksujemy dzieci wierzchotka z jako 2z
oraz 2z + 1, aby dosta¢ dziecko o takim samym ojcu jak y mozna uzy¢

y~1.
e xor ma ciekawe wlasnoéci z tego wzgledu, ze jezeli rzucamy w niego loso-

wymi liczbami to wyniki tez sa catkiem losowe. Zatem ma zastosowanie w
pewnych odmianach hashowania.

e and oraz or sg idempotentne (x | y | y = x | y) i nie maja odwrotno-
Sci. xor jest swoja wlasna odwrotnoscig (x ~ x = 0).

e Liczba x jest potega dwdjki jezelix & (x - 1) == 0.

e Poniewaz int-y w dzisiejszych czasach uzywaja U2 ([two’s complement])),
aby implementowaé¢ ujemne liczby, mozna korzystaé z takiej tozsamosci:
-x == ~x+1.

e Zeby sprawdzié¢ czy k-ty bit liczby x jest wlaczony, mozna uzy¢ formulki (x
>> k) & 1. Dostaniemy 0 lub 1. Jezeli wystarczy nam 0 i pewna niezerowa
warto$é, mozna napisa¢ x & (1 << k) (otrzymamy 0 lub 2%).


https://en.wikipedia.org/wiki/Two%27s_complement

e Podloga z logarytmu dwéjkowego to jednoczesnie pozycja najbardziej zna-
czacej jedynki. Umiemy policzy¢ liczbe zer bardziej znaczacych niz naj-
bardziej znaczaca jedynka za pomoca __builtin_clz, zatem

floor(log2(x)) == (W-1) - __builtin_clz(x)
gdzie W to wielkos$¢ typu — 32 dla int-a. Funkcja liczaca podloge z logaryt-
mu dwojkowego jest takze dostepna jako std::__1g(x) w <algorithm>
i dziala dokladnie w ten sposob. Implementuje ona overloady dla kazdego
typu liczbowego.

e Ostatni bit liczby okresla jej parzystosé. Mozna go odzyska¢ za pomoca x
& 1 - dziala to réwniez dla liczb ujemnych (otrzymamy 0 lub 1, a operator
modulo moze zwréci¢ 0, 1 albo -1).

4 Bitmaski — liczby jako zbiory

Mozemy przyjac, ze liczba o w bitach reprezentuje pewien podzbiér zbioru
{0,1,2,...,w — 1}. Jezeli k-ty bit (reprezentujacy 2%) jest zapalony, to k na-
lezy do zbioru reprezentowanego przez bitmaske. Wtedy operacje bitowe mozna
traktowaé jak operacje na zbiorach:

Operacja bitowa Operacja na zbiorach
xX&y xny
x|y XUY
x "y XAY
~X X
X & ~y X\Y
_builtin_popcount (x) | X|

W charakterze mniej konwencjonalnych operacji mozna dorzuci¢ __1g(x)
jako max X oraz __builtin_ctz(x) jako min X.

W ten sposéb bedziemy mogli pisa¢ dynamiki po podzbiorach w o wiele
prostszy sposéb i rozwiazaé np. problem komiwojazera. Poza tym bitmaski przy-
daja sie w pisaniu backtrackow i brutéw.

Bardzo przydatng wlasnoécia bitmask jest to, ze odwiedzajac liczby w ko-
lejnodci rosnacej od 0 nigdy nie odwiedzimy pewnego zbioru po zbiorze ktory go
zawiera. Dzieki temu pisanie dynamikéw na bitmaskach jest jeszcze prostsze!

5 Bitsety

bitset to struktura udajaca tablice bool-i wykorzystujaca fakt, ze wiele bool-i
mozna upakowaé do jednego machine Wordaﬂ (np. int-a). (Nawiasem méwiac,
bool zajmuje tyle co najmniejsza adresowalna jednostka pamieci — czyli zwykle
1 bajt).

2W rozumieniu jako typu standardowej wielkosci na danym procesorze. Upro§émy sobie i
powiedzmy, ze w architekturze 32-bitowej sg to 32 bity, a 64-bitowej: 64 bity.



Za pomoca bitset-6w zuzywamy 8 razy mniej pami@cﬂ i mozemy wygod-
nie hurtowo wykonywaé¢ operacje bitowe, co pomaga w pewnych konkretnych
optymalizacjach. Typ wykorzystywany przez bitset to unsigned long, i od
jego wielkosci zalezy, ile naraz wykonujemy poréwnan.

Konkretniej, bitset jest struktura znana jako std::bitset<size_t N> w
<bitset>. Jako parametr szablonu podajemy ilos¢ bitéw — niestety, musi by¢
ona stala (a operacje zawsze sa wykonywane na wszystkich bitach). Przyktad
wykorzystania:

bitset<16> A, B;
A[3] = A[6] = A[8] = 1;

B[3] = B[6] = B[7] = B[10] = 1;
cout << A << " " << B << endl;
cout << (A & B) << " " << (A | B) << " " << (A ~ B) << endl;

[Dokumentacja bitsetow].

6 Zadanka

6.1 Minimalna odleglo$¢ Hamminga

Tre$é Masz dane n ciagéw binarnych (czyli na alfabecie dwuznakowym) o
dlugosci k. Znajdz wsréd nich pare o minimalnej odlegtosci Hamminga (zdefi-
niowanej jako liczba pozycji, na ktérej dwa ciagi réznig sie).

Rozwigzanie Najprostszy brut zadziala w O(n2k). Mozemy to w prosty spo-
s6b zoptymalizowaé wrzucajac stringi do bitsetéw (recznie zaimplementowanych
badZ standardowych). Odleglo$¢ Hamminga dwéch ciagéw A i B jest wtedy réw-
na (A ~ B).count() (analogicznie na liczbach: __builtin_popcount(a ~ b)).
Otrzymamy w ten sposob rozwiazanie okoto 32 razy szybsze, bo naraz wykonu-
jemy 32 poréwnania (lub tyle, ile wynosi wielko$¢ machine worda). Zlozonosé
tak zoptymalizowanego programu mozna zapisaé jako O(%), gdzie W = 32.

6.2 Macierze czarnorozne

Tres¢ Masz dang macierz n X n wypelniona zerami i jedynkami. Policz liczbe
macierzy, w ktorej naroznikach sa tylko jedynki.

Rozwigzanie Mozemy to rozwiazaé prostym podejéciem w O(n3) przecho-
dzac wszystkie pary rzedéw i zliczajac, ile jest takich kolumn, ze w obu rzedach

jest tam jedynka. Oznaczmy te warto$é przez ¢ — wtedy dla tej pary rzedéw

do wyniku dodajemy @ Faze zliczania kolumn mozna ulepszyé¢: wrzuémy

rzedy macierzy do bitsetéw. Liczba zapalonych bitéw and-a pary rzedéw to po-
3
szukiwana warto$¢ c. Otrzymaliémy rozwiazanie w O(3).

3W poréwnaniu do tablicy bool tej samej wielkosci.


https://en.cppreference.com/w/cpp/utility/bitset

6.3 Problem wydawania reszty

Tres¢ W klasycznym problemie wydawania reszty mamy dany zbiér nomina-
16w i chcemy policzy¢, dla jakich wartosci mozna wybraé taki podzbiér nomi-
naléw, ktéry sumuje sie do tej wartosci.

Rozwigzanie Mozna utrzymywaé dotychczas otrzymane wartoéci w bitsecie.
Wtedy, gdy napotykamy nowy nominat, odpowiednio przesuwamy i or-ujemy
nasz bitset. Uwaga. Poniewaz wyrazenie b << a[i] moze trafi¢ na stos, to moz-
liwe jest przekroczenie limitu StOSlﬂ Aby temu zapobiec, nalezy zrobié¢ tymcza-
sowy bitset.

// Problem wydawania reszty dla jednorazowych nominatéw al]
bitset<M> b;
b[0] = true;
for(int 1 = 0; i < n; i++)
b [= (b << alil);

W ten sposéb upraszczamy implementacje i znaczaco zmniejszamy stala.

6.4 Problem komiwojazera

Tre$é Dla odmiany dynamik na bitmaskach. Chcemy rozwiazaé¢ problem ko-
miwojazera: dla danego zbioru miast i odleglosci pomiedzy nimi chcemy znalezé
najkrotsza Sciezke ktora przechodzi przez kazde z nich dokladnie raz.

Rozwigzanie Opisujemy dynamika o stanie T(V,c), gdzie V to zbiér odwie-
dzonych miast, a ¢ to miasto w ktorym si¢ znajdujemy. Poszukiwana wartosé to
dhugosé Sciezki odwiedzajacej kazde z miast w V' i konczacej si¢ w c. Przejscie
jest dosy¢ intuicyjne (niech d oznacza odleglo$é miedzy miastami):

T(V,c) = clemvi{l{c} T(V\A{c},c1) +d(cr,c)

W prosty sposéb przeklada sie to na kod, jezeli skorzystamy z bitmask:

4np. testujac rozwigzanie lokalnie, lub na dziwnej sprawdzarce.



// Komiwojazer dla n wierzchotkow ¢ tablicy odlegiosScti d[][]
int T[1 << N][N];
for(int v = 1; v < (1 << n); v++)

{
if (__builtin_popcount(v) == 1)
{
Tlv]l[__1g(v)] = 0; continue;
}
for(int ¢ = 0; ¢ < n; c++)
{
T[v] [c] = INT_MAX;
for(int cl1 = 0; cl < n; cl++)
if((v & (1 << ¢1)) and cl1 !'= c)
T[v][c] = min(T[v][c], Tlv = (1 << ¢)]1[c1] + dlc1]l[c]);
}
}
7 Triki

Bit tricks zwykle si¢ nie pamieta, kiedy sa najbardziej potrzebne, ale warto je
kojarzy¢.

7.1 Podzbiory bitmaski

Okazuje sie, ze majac pewng maske m oraz podmaske ¢, kolejno bioragc ¢ =
(¢ — 1) & m bedziemy okresowo dostawaé bitmaski reprezentujace wszystkie
podzbiory zbioru reprezentowanego przez m. Najlepiej widac¢ to na przykladzie
(kolejne komorki to kolejne ¢, po dekrementacji i wyandowaniu):

0010 0011
0010 0011
0010 0010
0010 0001
0010 0000
0000 0011
0000 0010
0000 0001
0000 0000
0010 0011

Formutka w C++, zaczyna od pustego i przerywa, gdy napotka pusty (0):

int ¢ = 0;
do {
process(c);
} while(c = (¢ - 1) & m);



7.2 Cache, cache, cache

Gdybyémy chcieli implementowaé rzeczy pokroju popcount samodzielnie, bar-
dzo czesto korzysta sie z cache, ktére przechowuja wyniki np. dla liczb 8 czy 16
bitowych. Przyktadowo:

int byte_pop[l << 8];

void prepare_cache()

{
for(int 1 = 0; i < (1 << 8); i++)
for(int j = 0; j < 8; j++)
byte_popl[il += (i >> j) & 1;
}
int popcount(int x)
{
// OzFF to szesnastkowo 255 = 1111 1111 _2
return byte_pop[x & OxFF] + byte_pop[(x >> 8) & O0xFF]
+ byte_pop[(x>>16) & OxFF] + byte_popl[(x>>24) & O0xFF];
}

W tym wypadku pewnie lepiej jest przechowaé dla liczb 16-bitowych, ale
gwoli przykladu pokazuje 8-bitowe.

7.3 Upraszczanie warunkéow

Trudno sformalizowaé ten sposob. Czasami mamy duzo brzydkich if-éw, albo
co$ tego pokroju. Mozemy sprébowaé przerzuci¢ logike do bitmask. Pokaze to
na dwéch przyktadach.

7.3.1 Samogloska

Powiedzmy Ze chcemy mieé funkcje bool is_vowel(char c) stwierdzajaca czy
znak jest samogloska. Mamy zalozenie, ze ¢ bedzie wielka litera alfabetu lacin-
skiego. Poniewaz znakéw jest mniej niz 32, mozemy powrzucaé¢ do bitmaski 1
jezeli litera na odpowiedniej pozycji jest samogtoska.

// 17842449 = 0b001000100000100000100010001
bool is_vowel(char c)

{
return (17842449 >> (c - 'A')) & 1;
}

Najlepiej po prostu jest wrzucié¢ to do tablicy bool, ale jest to dobry przyktad
tej techniki. Kolejny przyktad jest bardziej uzyteczny.



7.3.2 Unikaty

Mamy trzy zmienne: x, y i z. Kazda z nich moze mie¢ wartosci 0, 1 albo 2. Chce-
my powiedzie¢ ile unikatowych wartosci jest wsrdéd zmiennych. Na przyklad, dla
x =0, y=2, z=0mamy 2.

Pomyst jest taki, zeby powrzucaé¢ do bitmaski 1 << k, jezeli wérdd liczb
mamy wartosé¢ k, i policzy¢ popcount.

int count_unique(int x, int y, int z)
{
return __builtin_popcount((1l << x) | (1 << y) | (1 << 2));

3
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