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1 Czym jest przeplyw?

Zabawe zaczniemy od intuicyjnego i formalnego powiedzenia, czym wlasciwie sg
te przeplywy. Intuicyjnie, méwiac o przeptywach myslimy o pewnym grafie skie-
rowanym, ktéry modeluje rury (krawedzie) taczace rézne zbiorniki (wierzchol-
ki). Wyrézniamy tez dwa specjalne zbiorniki: Zrédlo i ujscie. W Zrédle znajduje
sie nieskonczone zrédetko wody, ktéra za pomoca rur (maja one ograniczong
wielko$é, wigc jedng rurg nie mozemy przenosi¢ dowolnie duzo wody) chcemy
przetransportowa¢ do ujscia, gdzie woda jest zuzywana i znika. W zbiornikach
nie mozemy magazynowac¢ wody, pelnia one jedynie role skrzyzowania rur.

2/2 ujscie

Formalnie, rozwazamy sie¢ przeplywowq, czyli graf skierowany G = (V, E),
taki, ze dla kazdej krawedzi e € E mamy zdefiniowana przepustowosé ozna-
czang przez c(e) (capacity), ktéra jest nieujemna liczba rzeczywista. Do tego
wyrézniamy tez wierzcholki: zrédlo s (source) oraz ujscie t (target).

Przeplywem nazywamy przyporzadkowanie kazdej krawedzi wartosci prze-
chodzacego przez nia przeptywu. Przeplyw f musi:



e Nie przekraczaé przepustowosci zadnej krawedzi e: 0 < f(e) < c(e).

e Spelniaé zachowanie przeptywu dla kazdego wierzchotka v # s,t (przepltyw
wchodzacy jest réwny przeplywowi wychodzacemu):
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Powyzszy obrazek jest bardzo czesta metoda przedstawiania sieci przeptly-
wowych: podpis krawedzi f/c oznacza przepustowos$é c i obecny przepltyw f w
kierunku wskazanym przez strzatke.

Logicznym krokiem jest teraz zoptymalizowaé przeptyw w takiej sieci, i warto
moéc jako$ zmierzy¢ ,optymalno$é” przepltywu. W tym celu definiujemy wartosé
przeplywu: przeplyw wychodzacy ze Zrédla (réwny przeplywowi wchodzacemu
do ujScia), przy czym musimy pamietaé¢ o tym, ze przeplyw moze wrécié¢ do
zrodla (wyjsé z ujscia):
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Oczywiscie, zwykle chcemy znalezé najbardziej optymalne rozwiazanie. Za-
tem w naturalny sposéb naszym oczom ukazuje si¢ problem maksymalnego
przeplywu, polegajacy na znalezieniu przeptywu o najwiekszej mozliwej war-
tosci. W przykladowej sieci przeptywowej pokazany przeplyw jest maksymalny,
bo nie istnieje przeplyw o wigkszej wartosci.



2 Jak znalez¢é maksymalny przeptyw?

Praktykujac algorytmike, przede wszystkim interesuje nas znajdowanie rzeczy,
wiec nadszedl czas na probe stworzenia algorytmu znajdujacego maksymalny
przeptyw. W tym celu rozwazymy klasyczng metode Forda-Fulkersona.

Sprobujmy zrobié¢ krok w strone rozwiazania, zapisujac jak moga wygladaé
operacje, ktore zwiekszaja warto$¢ przeptywu w grafie. Wezmy dowolny mak-
symalny przeptyw i skupmy sie na pewnej jednostce przeptywu wychodzacej ze
zrodta. Zauwazmy, ze po tym, jak dojdzie ona do nastepnego wierzchotka, musi
sie gdzie$ podziaé¢ (bo bilans — réznica przeplywu wejSciowego i wyjsciowego —
tego wierzcholka jest teraz dodatni), wiec ponownie ,przeplynie” w strone na-
stepnego wierzchotka. I tak dopoki nie trafi do ujscia, ktére nie musi spetniaé
zachowania przeplywu. Intuicja moze nas doprowadzi¢ do stwierdzenia, ze kaz-
dy przeplyw (w szczegdlnosci maksymalny) moze zostaé rozlozony na $ciezki, z
ktorych kazda przenosi jednostke przeptywu.

Metoda Forda-Fulkersona opiera si¢ na inkrementalnym poprawianiu prze-
plywu. W skrécie, dziala na bardzo prostej zasadzie: znajduje $ciezke (ktéra
nazywamy $ciezkq powickszajgcg), na ktérej mozemy ,przepchnaé” wiecej prze-
plywu, aktualizuje przepltyw na tej Sciezce oraz warto$¢ maksymalnego przepty-
wu, a gdy taka Sciezka nie istnieje, przerywa dziatanie i stwierdza, ze znalazta
maksymalny przepltyw. Na mocy powyzszej obserwacji istnieje taki wybodr Scie-
zek, ze w ten sposéb znajdziemy maksymalny przeptyw.

Przejdzmy do szczegdtéw. Wezmy nasza sie¢ przeplywows i zacznijmy od
zerowego przeplywu (f(e) = 0 dla kazdej krawedzi e). Wybierzmy tez ciag
krawedzi (e, e, €3, ..., €,), tworzacy $ciezke z s do t. Kluczowy fakt: jezeli dla
kazdej z krawedzi na Sciezce zwiekszymy przeplyw o Af, to wartos¢ przeptywu
zwiekszy sie o Af, a przeplyw dalej bedzie poprawny — o ile nie przekroczymy
zadnej z przepustowosci. Dokladniej, nowy przeplyw bedzie poprawny, jezeli

Af < minfe(er) - f(e))

Nietrudno sie domysli¢, ze taka Sciezka jest powiekszajgca, o ile mozemy
wybraé¢ Af > 0. (Jednak za chwile okaze sie, ze czegos w tej definicji brakuje,
aby w caloéci pokrywala sie ona z Fordem-Fulkersonem). Ten proces wybierania
Sciezek i powiekszania przeplywu mozemy powtarzaé¢ wielokrotnie.



2.1 Dzialanie metody Forda-Fulkersona

Sprébujmy rozwazyé dziatanie strategii, w ktorej wybieramy dowolng $ciezke
powiekszajaca, dopdki takowa istnieje. Zacznijmy od takiego prostego graﬁﬂ
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Zacznijmy od wybrania $ciezki powiekszajacej s — A — B — t, ktéra pozwala
zwiekszy¢ wartos$é przepltywu o 5 — zatem od razu zwigekszamy przeplyw na
kazdej z nich o 5.

Bez wiekszych probleméw mozemy teraz wybraé s — D — A — C — t, co z
kolei zwieksza przeplyw o 3 (jesteSmy ograniczeni przez przepustowosé A — C).

Mozemy teraz jeszcze dopchaé przez krawedZz s — D jeszcze 1 jednostke prze-
plywu, przechodzac s - D — C — B — t.

Na obrazku nie wida¢ juz zadnej $ciezki powiekszajacej, zatem metoda w
obecnej postaci jest bledna, poniewaz istnieje (nie jedyny) nastepujacy prze-
plyw o wiekszej wartosci (10 zamiast 9):

I Te obrazki oraz caty przyktad pochodza z artykutu na|cp-algorithms.com.


https://cp-algorithms.com/

Przyjrzyjmy sie naszemu bledowi: przepchneliSmy z D do A zbyt duzo, przez
co nie wykorzystaliémy kompletnie pozostatej przepustowosci krawedzi D — C'
i zapchaliS$my krawedzie wychodzace z A. Metoda ma problem: po zwiekszeniu
przeplywu krawedzi, p6zniej nigdy nie jest w stanie go zmniejszy¢.

Przychodzi na my$l prosty pomyst: zamiast wybiera¢ krawedzie w madrzej-
szy sposéb, pozwdélmy na naprawianie bledow poprzez przepychanie przeptywu
w druga strone. Dokladniej, mozemy przepchnaé 1 jednostke z s do A (bilans
wejscia/wyjscia A to 4+1), nastepnie ,odepchna¢” 1z A do D (krawedZ to D — A
— teraz bilans A jest w porzadku, ale bilans D to +1), a dalej zwyczajnie idziemy
przez D — C — t. Po takiej operacji spelnione jest zachowanie przeptywu.

Okazuje sig, ze tak opisana procedura (poszukiwanie $ciezki powiekszajacej,
dopdki istnieje, przy czym pozwalamy na wycofywanie przeplywu) jest w pelni
poprawna i wtasnie ona nosi nazwe metody Forda-Fulkersona.

2.2 Notacja, terminologia i szczegoly

Poszukujac krawedzi wchodzacych w sklad Sciezki powiekszajacej, niezbyt ob-
chodza nas krawedzie, dla ktérych c¢(e) = f(e), bo nie da sie przez nie prze-
pchnaé wiecej przepltywu. Poniewaz w ten sposob sie wyrdzniaja, nazywamy je
krawedziami nasyconymi. Samej Sciezki powiekszajacej szukamy w lekko zmody-
fikowanej sieci, nazywanej siecig rezydualng (oznaczmy ja Gy), ktora nie zawiera
krawedzi nasyconych: pozostate krawedzie tez maja zdefiniowana przepustowosé
oznaczana cf:

cr(e) = c(e) - fle)

Do tego dla kazdej krawedzi e dodaje sie w sieci rezydualnej przeciwna krawedz
e’, dla ktérej zachodzi



Dzieki takiej definicji, przepustowosé w sieci rezydualnej méwi nam, ile jeszcze
mozemy przepchnaé przeplywu przez dana krawedZ (dla stowarzyszonej: ode-
pchnaé przez oryginatl), a do tego $ciezka powigkszajaca to kazda $ciezka miedzy
s atw tej sieci. Af jest ograniczone od géry przez minimum po przepustowo-
Sciach rezydualnych na tej Sciezce.

Zapiszmy jeszcze metode Forda-Fulkersona pseudokodem:

e FORD-FULKERSON. Wejscie: Sie¢ G, s i t. Zwraca maksymalny przeplyw.
e Skonstruuj sie¢ rezydualng Gy z G. Wez zerowy przeptyw f.
e Dopdki w G istnieje dowolna Sciezka powickszajaca (Sciezka z s do t):

— Znajdz minimalna przepustowo$é¢ na pewnej Sciezce P miedzy s it
w Gy ioznacz ja Af.

— Przepchnij Af krawedziami P. Zaktualizuj G i f.
o Zwréé f.

Osobiécie w implementacji utrzymuje sie¢ rezydualna. Graf jest przechowy-
wany jako lista sasiedztwa, w ktorej dla kazdego wierzchotka sa zapisane wycho-
dzace krawedzie (kazda krawedZ e umie szybko odnalezé swojego towarzysza e').
Po znalezieniu w sieci rezydualnej éciezki powigkszajacej, wystarczy zaktualizo-
waé przepustowosci, pamigtajac o towarzyszach. Na koniec wystarczy przejrzeé
tylko krawedzie, ktére znajdowaly sie w oryginalnym grafie, a wynikowy prze-
plyw dla krawedzi e to koncowe cs(e’).

Przerwa na zadanie
wS1ec”

Tresé W pewnej sieci komputerowej chcemy wystaé k& duzych plikéw mie-
dzy komputerami A oraz B. Komputery sa polaczone kablami i dla uprosz-
czenia przyjmijmy, ze te potaczenia sa jednokierunkowe. Stwierdz, czy jest
mozliwy taki przesyl plikow, ze kazde polaczenie kablem jest wykorzystane
CO NAjWyzej raz.

Rozwiazanie Przypomnijmy sobie, ze Sciezka miedzy para wierzchotkow
w grafie moze odpowiadaé¢ przeptywowi jednostki przeptywu. Rozwazmy
wiec nasza sie¢ jako graf, a nastepnie jako sie¢ przeplywowa, ze Zrodlem
A oraz ujsciem B. Nadajmy tez kazdej krawedzi przepustowosé 1. Jezeli
w tym grafie istnieje przeplyw wielkosci k (a zatem maksymalny przepltyw
F > k) to rozwiazanie istnieje i mozemy je odtworzy¢ prostym DFSem.

Problem znalezienia k roztacznych Sciezek to tylko wierzchotek géry
lodowej, jezeli chodzi o problemy optymalizacyjne rozwiazywane maksy-
malnym przeplywem.




2.3 Przekroje. Twierdzenie o maksymalnym przeplywie i
minimalnym przekroju

Przechodzimy teraz do kolejnego bardzo przydatnego zagadnienia, wbrew po-
zorom bardzo blisko zwiazanego z przeplywami. Z jego pomocg bedziemy tez w
stanie udowodni¢ poprawno$é metody Forda-Fulkersona.

Klasyczne twierdzenie MAX-FLow MIN-CuT (flow — przeptyw, cut — prze-
krdj) to jedno z najbardziej zaskakujacych i przydatnych fragmentéw teorii
zwiazanej z przeptywami. Rozwazanie go zaczniemy od zdefiniowania samych
przekrojow.

WeZmy wazony graf skierowany G = (V, E) z wyréznionymi dwoma wierz-
chotkami a oraz b. Stwérzmy zbiér wierzchotkéw A oraz zbiér pozostatych wierz-
chotkéw B = V\ A, tak, zea € Aib € B. Pare (A, B) nazywamy a-b przekrojem.
Nazwa bierze sie z procesu ,odcinania” wierzchotkow A od B, tak, zeby nie dalto
sie przej$¢ z tych pierwszych do drugich. Aby to zrobié, nalezy usunaé (prze-
cia¢) wszystkie krawedzie prowadzace z grupy A do grupy B. Za pomoca tego
procesu definiujemy wartos¢ przekroju: jest to suma wag przecigtych krawedzi.
Minimalny a-b przekroj to taki, ze jego warto$é jest najmniejsza sposrod wszyst-
kich a-b przekrojow tego grafu. Warto zauwazy¢, ze minimalny przekréj stanowi
tez najtanszy sposob usuniecia krawedzi tak, ze nie ma Sciezki a ~ b.

Zanim przejdziemy do twierdzenia, warto jako$ powigzaé ze soba pojecia
przeptywu i przekroju. Zauwazmy, ze kazdy maksymalny przeplyw w sieci ze
zrodlem s i ujsciem t, w pewien sposéb generuje nam s-t przekrdj. Doktadniej,
przyjrzyjmy sie sieci rezydualnej dla pewnego maksymalnego przeplywu: jezeli
jest on maksymalny, to z pewnoscia nie moze by¢ w nim $ciezki powiekszajacej.

Utworzmy przekrédj, w ktérym A to wierzchotki osiggalne ze 7rédia s w sieci
rezydualnej (B to pozostale) — potraktujmy przy tym przepustowosci krawedzi
jako wagi. Wtedy przepltyw, ktéry opuszcza A jest od goéry ograniczony przez
warto$¢ przekroju (A, B): w istocie, to ograniczenie to suma przepustowosci
krawedzi, ktére wychodza z A do B.

Nie pozostaje nam nic jak wprowadzi¢ twierdzenie o maksymalnym przepty-
wie 1 minimalnym przekroju:

Twierdzenie (MAX-FLow MIN-CUT). Warto$é maksymalnego przeplywu
jest rowna wartosci minimalnego s-t przekroju.




7 pomoca tego twierdzenia mozemy udowodnié¢ poprawnos$é¢ metody Forda-
Fulkersona. Chetnych poznania dowodow wszystkich twierdzen odsytam do pre-
zentacji z uniwersytetu Princeton, gdzie znajduja sie¢ ich szkice:

https://www.cs.princeton.edu/ wayne/kleinberg-tardos/pdf/
07NetworkFlowI.pdf

Przerwa na zadanie
»Sysadmin”

Tres¢ Jeste$ sysadminem, i masz dosy¢ wymagan swoich nieobeznanych
z informatyczng sztuka pracodawcéw. Z zwigzku z tym, w firmowej sieci
(ktérej komputery sa polaczone jednokierunkowo) zamierzasz tak przeciaé
kable (tudziez przerwaé polaczenia), aby nie bylo posredniego ani bezpo-
sredniego potaczenia miedzy gléwnymi serwerami: A oraz B. Chcesz sie
dowiedzieé¢, czy da sie to zrobi¢ przecinajac k kabli.

Rozwigzanie To zadanie nieprzypadkowo przypomina poprzednie. Teraz
jest to oczywiste, ze mozemy modelowac sie¢ polaczen jako sie¢ przeplywo-
wa, w ktérej chcemy znalezé minimalny A-B przekréj. Jak juz wiadomo,
mozna go tatwo znalezé za pomoca maksymalnego przeptywu — wystarczy
sprawdzié, czy jest on mniejszy badz réwny k.

Zauwazmy, ze graf polaczen konstruujemy w dokladnie ten sam sposob
co ostatnio, i zarowno pokrycie $ciezkami roztacznymi krawedziowo, jak i
przecinane kable liczymy tak samo. Przed nami pojawia si¢ Twierdzenie
Mengera, méwiace, ze graf ma taks sama minimalng wielko$¢ A-B prze-
kroju, ile maksymalnie da sie wybraé¢ roztacznych Sciezek miedzy A i B.
Dosyé¢ latwo zauwazy¢, ze MAX-FLOw MIN-CUT jest generalizacja tego
twierdzenia.

2.4 Algorytmy

Metoda Forda-Fulkersona nieprzypadkowo nie jest nazywana algorytmem: w jej
opisie nie jest uwzgledniony sposéb szukania Sciezek powigkszajacych. Od uzy-
tej strategii znacznie zalezy wynikowa zlozonosé. Wybierajac dowolne $ciezki
powiekszajace w sieci o calkowitych przepustowosciach, pesymistycznie kazda z
nich zwiekszy wartosé przeplywu tylko o 1. Wtedy otrzymamy pesymistyczna
zlozono$é O(FE) (czesciej jest to zapisywane jako O(f - E)). W ramach cieka-
wostki: okazuje sig, ze istnieja takie przypadki, ze niepoprawny wybér Sciezek
powiekszajacych prowadzi do sytuacji, w ktérej algorytm nigdy sie nie zakon-
czy. Korzystaja one z niewymiernych przepustowosci na krawedziach i nie sg
problemem dla ponizszych algorytmow.

Warto zaznaczy¢, ze w praktyce algorytmy przeplywowe dzialaja duzo szyb-
ciej, niz zaklada ich zlozonoéé (oczywiscie bez przesady, liniowe to one nie sg).


https://www.cs.princeton.edu/~wayne/kleinberg-tardos/pdf/07NetworkFlowI.pdf
https://www.cs.princeton.edu/~wayne/kleinberg-tardos/pdf/07NetworkFlowI.pdf

2.4.1 Edmonds-Karp

W bardzo prosty sposob mozemy polepszy¢ ztozono$é Forda-Fulkersona, znaj-
dujac éciezki w sieci rezydualnej za pomoca przeszukiwania wszerz. Dzigki temu
do znalezienia maksymalnego przeplywu potrzebne bedzie co najwyzej O(VE)
$ciezek, kazda w zlozonoéci O(V + E), co daje zlozono$é rzedu O(V E?). Jest to
klasyczna metoda szukania przeplywéw w programowaniu konkursowym. Nosi
nazwe algorytmu Edmondsa-Karpa. Jego ztozonosé pokazuje, ze na pierw-
szy rzut oka nieznaczne heurystyki moga mie¢ duze znaczenie.

2.4.2 Dinic

Lepsza metoda szukania maksymalnego przeplywu jest algorytm Dinica [di-
nika] (nazywany tez czasem algorytmem Dinitza [dinica], ze wzgledu na inny
zapis nazwiska autora: czasem rozrdznia sie tez zapisem nazwy ulepszong wer-
sje oryginalnego algorytmu). Dzigki modyfikacji procesu szukania $ciezek po-
wigkszajacych osiaga on zauwazalnie lepsza ztozonosé O(V2E). Idea Dinica jest
prosta: Edmonds-Karp pokazuje nam, ze optaca sie szukaé najkrotszych Sciezek
powiekszajacych. Sprobujmy zatem za jednym razem rozpatrywaé wszystkie
Sciezki powiekszajace danej dlugosci, zaczynajac od najkrétszych.

Dziala on w nastepujacy sposéb: przed poszukiwaniem $ciezek powiekszaja-
cych, konstruowany jest graf poziomowy Gy, sieci rezydualnej. Jest to graf, w
ktorym pozostawione sa jedynie krawedzie lezace na jakiej$ najkrétszej Sciezce z
s do t. Mozemy go tatwo stworzy¢, liczac odlegtosci do wszystkich wierzchotkéw
z s (odleglo$é do v to d,) 1 pozostawiajac jedynie krawedzie u — v, dla ktérych
dy = dy+1 — jest on w oczywisty sposob acykliczny. Nastepnie, rozwazajac jedy-
nie krawedzie grafu poziomowego, znajdujemy najwiekszy przeplyw (nazywany
przeplywem blokujgcym — nie jest to globalny maksymalny przeplyw, a jedynie
taki, ktéry mozemy uzyskaé, korzystajac tylko z tych krawedzi). Mozemy to
osiagnaé, wielokrotnie uzywajac DFS-a w poszukiwaniu Sciezki powiekszajacej
(BFS nie ma tutaj sensu, bo w G, wszystkie Sciezki z s do t sa tej samej dtugo-
§ci). Po znalezieniu przeplywu blokujacego, od nowa liczymy G. Aby usprawnié¢
poszukiwanie przeptywu blokujacego, podczas przeszukiwan wglab dla kazdego
wierzchotka pamietamy, przez ktore z krawedzi nie da sie przestaé wiecej prze-
plywu (jezeli raz otrzymamy informacje, ze nie da sie tamtedy nic przestaé, to
juz nigdy nie sprawdzamy tej krawedzi).

Mozna pokazaé, ze dtugosc najkrotszej Sciezki powigkszajacej musi si¢ zwigk-
szaé, zatem faz algorytmu bedzie O(V'). Przeplyw blokujacy liczymy w O(V E),
a sam graf poziomowy w O(V + E) jednym BFS. Daje nam to obiecywana
ztozonoéé O(V2E).

https://cp-algorithms.com/graph/dinic.html

Ciekawostka jest usprawnienie Dinica, dzialajace w pesymistycznej zlozo-
nosci O(VElogC) dla graféw z catkowitymi przepustowosciami ograniczonymi
przez C. Korzysta z idei algorytmoéw skalujacych — jest to tak zwany Dinic ze
skalowaniem. Pomyst jest bardzo prosty: zacznijmy modyfikowanie przeplywu


https://cp-algorithms.com/graph/dinic.html

od krawedzi o duzej przepustowosci, z czasem rozpatrujac krawedzie o coraz
mniejszej przepustowosci. Dokladniej, wybieramy pewng wartos¢ k, a w trak-
cie liczenia grafu poziomowego bierzemy pod uwage jedynie krawedzie, ktore
w tym momencie mialy przepustowo$é rezydualna cs(e) > 2% (na poczatku
k = max|log, cs(e)]). Gdy skonczymy (nie istnieje Sciezka z s do t w grafie
poziomowym dla tego k), zmniejszamy k o 1. W praktyce, moze to zauwazalnie
zwigkszy¢ czynnik staly, ale z drugiej strony zmniejsza pesymistyczna ztozonosé.
W zadaniach, gdzie pojawiaja sie pesymistyczne przypadki, zastosowanie Dinica
ze skalowaniem moze by¢ kluczowe.

2.4.3 Inne algorytmy

Innym algorytmem o dobrej ztozonoéci jest Push-Relabel, dziatajacy w O(V E?),
a z pewnym usprawnieniem w O(VE + V2VE) = O(V?).

https://cp-algorithms.com/graph/push-relabel.html
https://cp-algorithms.com/graph/push-relabel-faster.html

Warto tez wspomnieé o algorytmie trzech Hinduséw (MPM), osiagajacym O(V3):
https://cp-algorithms.com/graph/mpm.html

Ciekawym nowym algorytmem jest Tidal Flow, zaprezentowany na konfe-
rencji IOI w 2018 roku. Czasem osiaga on wyniki lepsze niz Dinic, lecz jego
udowodniona zlozonosé to O(V E?) i istnieja testy, na ktérych ma troche gorsza
wydajno$é. Mozna o nim przeczyta¢ w oryginalnej pracy:

https://ioinformatics.org/journal/v12_2018_25_41.pdf

Tak jak wczesniej wspomnialem, w programowaniu konkursowym nie warto
kombinowaé, bo rzadko pojawiaja sie testy powodujace pesymistyczne zachowa-
nie powyzszych algorytmow. Najlepiej pisa¢ algorytm, ktéry najlepiej sie umie,
a jest wystarczajacy w danym zadaniu.
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3 Po co komu przepltywy?

The spice must flow.

Problem maksymalnego przeplywu opisano juz w 1954 roku, a rozwiazanie
wielomianowe opublikowane zostalo w 1955 przez Forda i Fulkersona (jest to
wlasnie opisana wyzej metoda). Mozemy wykorzystaé go w réznorodnych pro-
blemach, korzystajac przy tym takze z MAX-FLow MIN-CUT. Zaréwno mak-
symalny przeplyw, jak i minimalny przekréj znajduja wiele zastosowan w wielu
problemach optymalizacyjnych:

e Zarzadzanie: przydzielanie lotow ekipom poktadowym linii lotnicze;.

e Procesowanie grafiki: segmentacja obrazu na tlo oraz pierwszy plan, majac
dane pewne heurystyki.

e Skojarzenia w grafie dwudzielnym: problem laczenia obiektéw w pary mo-
ze by¢ rozwiazany przeptywami i znajduje wiele zastosowan.

e Problem wyboru projektu: rézne projekty daja zysk, ale moga wymagaé
wykonania innych projektow, ktérych wykonanie moze powodowaé straty.
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4 Modyfikacje przeplywow

Zanim przejdziemy do wyczekiwanych zadanek, warto przej$¢ przez pare mody-
fikacji przeplywéw, ktére bedg miaty dla nas duze znaczenie przy wymyslaniu
rozwiazania. Powiemy tez o niespodziewanym miejscu, w ktérym pojawiaja sie
przepltywy.

4.1 Drobne modyfikacje Max Flow

Gdy wprowadzona do problemu maksymalnego przeplywu zmiana jest nieznacz-
na, zwykle mozemy sobie poradzi¢ modyfikujac sie¢ przeplywowa.

4.1.1 Graf nieskierowany

Warto zacza¢ rozwazania od nieskierowanych krawedzi w sieci przeplywowej.
Mianowicie, dowolna krawedZ u < v wystarczy zastapi¢ krawedziami u — v
oraz v — u o takiej samej przepustowosci. Taki zabieg mozna tatwo uzasad-
nié: gdy bedziemy szukali maksymalnego przeptywu, z pewnoscia istnieje takie
rozwiazanie, ze przeplyw plynie tylko w jedna ze stron (albo wcale). Dowdd
pozostawiony jako ¢wiczenie dla czytelnika :).

4.1.2 Przepustowosé wierzchotkéw

Innym pojawiajacym sie utrudnieniem w zadaniu moze by¢ obecno$é przepusto-
wosci na wierzchotku — to znaczy, ze ograniczony jest przechodzacy przez niego
przeplyw (suma przepltywu wychodzacego). Aby sobie z tym poradzié, chcemy
stworzy¢ krawedz, ktora bedzie symbolizowala przejscie przeptywu przez wierz-
chotek. Zatem podzielmy kazdy wierzchotek v na wierzchotki v;, oraz v,y i
miedzy nimi wstawmy krawedz v;, — Vot O przepustowosci q. Teraz wystarczy
zastapié¢ krawedzie u — v Przez Uoyt — Vin, & U — U Przez Vout — Uin-

4.1.3 Wiele zrodet i ujsé

W wypadku, gdy mamy do czynienia z wieloma Zrédlami si,ss, ..., s i/lub
wieloma ujsciami tq, to, ..., t;, wystarczy stworzy¢ superzrédto s i superujscie t,
i potaczy¢ je krawedziami o przepustowosci oo z istniejacymi: s — s;, t; — t.

4.1.4 Przeplywy z zgdaniami

Kolejnym pomystem jest generalizacja nieréwnoéci przepustowosci, poprzez do-
danie dolnego ograniczenia na przeplyw: zZgdanie d(e), takie ze d(e) < f(e) <
c(e). Wtedy zerowy przeplyw niekoniecznie musi spelniaé nowe wymagania,
wiec powstaje problem decyzyjny: czy istnieje przeplyw spelniajacy nieréwno-
Sci i zachowujacy warunek zachowania przeptywu. Jego rozwiazanie jest bardziej
ztozone i mozna o nim przeczytaé|[tutajll Ten problem jest zwigzany z problem
krazenia (cyrkulacji), w ktérym nie sa stricte wyréznione zrédlo i ujscie.
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4.2 Przeplyw o minimalnym koszcie

Wstep Bardzo przydatnym rozszerzeniem przepltywoéw jest przeplyw o mini-
malnym koszcie. Dokladniej, dla kazdej krawedzi wprowadzamy koszt k(e), taki,
ze kosztem przeplywu nazywamy sume ), f(e)-k(e). Sam problem mozna sfor-
mulowaé teraz na kilka sposobéw: na przyktad, moze by¢ to znalezienie maksy-
malnego przeplywu, ktérego koszt nie przekracza K (mozna tutaj tez narzucié,
aby koszt byl liczba calkowita), albo zeby sposréd maksymalnych przeptywéw
wybra¢ dowolny o minimalnym koszcie. Rozwiazanie obu z tych probleméw jest
bardzo podobne.

Idea Pomyst opiera si¢ na ,zbieraniu” Sciezek powiekszajacych, ktére pozwa-
laja nam jak najtaniej przepchnaé¢ dowolna iloéé¢ przeptywu. Idzie za tym in-
tuicja, ze z czasem bedziemy otrzymywali rosnace koszty takich $ciezek, wiec
zawsze najlepiej zaczaé¢ od najtanszych. Dokladniej, bedziemy chcieli szukaé
Sciezki powigkszajacej o najmniejszym koszcie za jednostke przeplywu, czyli mi-
nimalizujacej sume ) k(e). Nietrudno zauwazy¢, ze bardzo to przypomina
sformulowanie problemu najkrétszej Sciezki — wlasnie tego bedziemy uzywaé.
Wystarczy znalezé w sieci rezydualnej najkrétsza $ciezke z s do t, gdzie wa-
gami sa koszty k(e). Nie mozemy jednak zapominaé o tworzonych przez nas
krawedziach stowarzyszonych e’: poniewaz przepchniecie przez nie przeplywu
symbolizuje wycofanie przeplywu z e (co zmniejszy sumaryczny koszt o k(e) na
wycofang jednostke), to powinni§émy przypisaé k(e’) = —k(e).

Rozwigzanie Podsumowujac, w petli szukajacej $ciezek powigkszajacych po-
winnismy priorytetyzowaé najkrotsze sciezki, gdzie wagami sg koszty. W sformu-
towaniu z budzetem K, wystarczy powtarza¢ szukanie Sciezek powiekszajacych,
bra¢ jak najtansze, wzia¢ jak najwiecej przeplywu, by zmiesci¢ si¢ budzecie
(respektujac ograniczenia na Af), po czym odpowiednio zmodyfikowaé dostep-
ny budzet. Natomiast rozwazajac maksymalny przepltyw o minimalnym koszcie
(ten problem zwykle okresla sie MAX-FLOW MIN-COST) nie musimy zbytnio nic
robié: wystarczy zwiekszaé przeplyw, dopdki sie da, wybierajac najtansze sciez-
ki powigkszajace. Ogoélniej, da si¢ szukac najtanszego przeptywu danej wielkosci
analogicznie (w odpowiednim momencie przestajemy zwigkszaé przeplyw).

Ujemne wagi Warto zwrécié¢ uwage, ze w grafie, w ktérym szukamy najkrét-
szych Sciezek, sa ujemne wagi! Mozna np. uzy¢ SPFA (Shortest Paths Faster
Algorithm, w uproszczeniu Bellman-Ford z kolejka) albo korzystaé ze specy-
ficznej postaci grafu. Warto zauwazy¢, ze w poczatkowej sieci moga sie pojawié
ujemne cykle. Problem wtedy bedzie trudniejszy, ale da sie go rozwiazaé (trzeba
uwazac). Jednak jezeli nie bylo ich wezesniej, to nie moga si¢ pojawié¢. Poza tym,
warto wiedzieé, ze jest sposob na takie zmodyfikowanie wag w grafie, aby nie by-
to ujemnych wag — wystarczy jedno wywotanie Bellmana-Forda, potem mozna
je aktualizowaé liniowo po kazdej zmianie. Jest to opisane tutaj (potencjaly):

http://smurf.mimuw.edu.pl/node/1119
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Ztozonosé W sieciach o catkowitych przepustowoéciach, w zaleznosci od za-
stosowanego sposobu szukania najkrotszych Sciezek, zlozonos¢ powyzszego al-
gorytmu to O(fVE) (Bellman-Ford) badZz O(VE + fElogV) (Dijkstra z po-
tencjalami).

4.3 ,,Obwdd” optymalizacyjny

Jak na razie, przeptywy przydawaly sie¢ w rzeczach gdzie cos... przeptywa. Albo
sie kojarzy. W kazdym razie, zapomnieliémy o MAX-FLow MIN-CUT — czas
cos zrobi¢ z minimalnymi przekrojami. Najpierw zinterpretujemy je na bardziej
intuicyjny sposob.

Jak wiemy, a-b przekrdj to podzial wierzchotkéw na dwie grupy, ze pierwsza
zawiera a, a druga zawiera b. Oznaczmy grupy jako odpowiednio A i B. Jak
wiadomo, wartos¢ przekroju to suma po wagach krawedzi idacych z A do B.
Zr6bmy tabelke, ktéra powie nam, kiedy ptacimy za dang krawedz, w zaleznosci
od tego, w jakich grupach sa jej konice (0 jezeli placimy):

u—v|lveA|lveB
u€ A 1 0
u€B 1 1

Co innego nam to przypomina, hm... A gdyby tak troche logiki?

=1|¢g=0
1 0
1

q

RN
Ol =

p
p
p

Mozemy zinterpretowaé wierzcholki jako zdania logiczne, a krawedzie jako im-
plikacje! Oznaczmy Zrédlo jako T, a ujscie jako F (w celach niecnych). Niech
grupami beda odpowiednio 1 oraz 0. Teraz juz widacé, ze warto$¢ przekroju
zwigksza sie, gdy tamiemy implikacje: p = ¢ jest falszywe wtedy i tylko wtedy,
gdy p = 1 oraz ¢ = 0. Tak samo tutaj waga v — v jest doliczona do warto-
sci, gdy w jest w grupie 1 z T (true), a v jest w 0 z F (false). Na podstawie
tego mozemy zamiast tego rozwazy¢ zbior implikacji, z ktérych kazda ma wa-
ge, i chcemy tak przyporzadkowaé¢ zdaniom wartosci logiczne, aby suma wag
ztamanych (falszywych) implikacji byla jak najmniejsza. Niech p 2 ¢ oznacza
implikacje od p do ¢ wagi w.

Za pomocy takiego jezyka zapisywania przekrojéw mozemy zapisaé kilka
przydatnych schematow:

Nazwa Zapis
(Zawsze prawdziwa) implikacja P=>q
Koszt falszu T=p
Koszt prawdy p=T
Alternatywa (dowolne p; daje q) Vipi = q
Koszt nieréwnowaznosci pP=q, q=>p
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Niestety, za pomoca tego podejécia nie mozna sformutowaé negacji ani ko-
niunkeji (AND). Koniunkeje zwykle mozna wyrazi¢ ,odwracajac” stwierdzenie
i méwiac, ze jezeli p A ¢ = r, to zamiast tego r = p, r = ¢ (trzeba wtedy
odwrécié tez reszte rozumowania). Poza tym, nalezy zwrdcié uwage, ze mini-
malny przekréj (czyli maksymalny przeplyw) da nam przyporzadkowanie, ktére
minimalizuje sume wag. Jezeli chcemy maksymalizowaé¢ sume wag, to musimy
przeformutowaé problem na minimalizacje (ale powinno byé to mozliwe). Do
tego wagi musza by¢ nieujemne.

4.4 Skojarzenia w grafie dwudzielnym

Czesto za pomocg maksymalnego przeplywu mozna tez rozwiazaé¢ problemy
zwiazane ze skojarzeniami. Za najprostsza wariacje mozna podaé sytuacje, gdy
mamy powiedziane, ze jest x wierzcholkow, ktore sa potaczone z v1,va, ..., k.
Wtedy mozna to zatatwié konstruujac prosta sie¢ przeptywowa i uzywajac prze-
pustowosci x na odpowiedniej krawedzi. Jest to dobre ¢wiczenie dla czytelnika.
Do tematu skojarzen powr6cimy na innej kartce.

4.5 Prady i inne takie

Na sam koniec rozwazmy bardzo ciekawy koncept. Niektérym warunek zacho-
wania przepltywu:

Y fle)=)_flo)

’U.i’[) viu

Mobgt przypominaé pewien inny podobny koncept, doktadniej I prawo Kirchhoffa
(suma natezen pradu wplywajacych jest réwna sumie wyplywajacych):

Z Lingy = Z Lout(s)

Okazuje sie, ze istnieja metody konstruowania obwodéw elektrycznych, ktére po-
magaja liczy¢ maksymalny przeplyw w odpowiadajacej sieci. Robi si¢ to odpo-
wiednio dopasowujac opory na przewodach (przez ktore przechodzi natezenie):
prad bedzie przeplywal w sposéb, ktéry minimalizuje energie stanu (tudziez

sume mocy):
> P=> Rl

W tych metodach manipuluje sie wartosciami oporu R;, dopdki otrzymane I;
nie spelniaja odpowiadajacych warunkéw na przepustowosci (wiekszy opoér).
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5 Zadanka

Gléwny problem z zadaniami na przeplywy jest taki, ze czesto trudno jest sie
domysli¢, ze chodzi wtasnie o przeplywy. Zwykle moga nam to sugerowaé tyl-
ko niskie badZ $rednie limity (a czesto moze sie okazaé, ze chodzi o algorytm
zachlanny). Dlatego warto przerobié¢ duzo przykladowych zadan!

5.1 [IndiaHacks 2016] Delivery Bears

Tre$é Chcemy rozwiazaé problem maksymalnego przeptywu w danej sieci, ale
z drobna modyfikacja: kazda Sciezka powiekszajaca ma przenosi¢ dokladnie x
przeplywu (gdzie x € R to pewna warto$é, ktéra chcemy zmaksymalizowad), a
Sciezek powigkszajacych ma byé k (ktére jest podang stala).

Ograniczenia 7 < 50, m < 500, k < 10°, blad e = 1076

Rozwigzanie Chcemy sprowadzi¢ to do klasycznego problemu maksymalnego
przeplywu. Zacznijmy od wyszukiwania binarnego po wartosci « (widaé, ze jezeli
da sie z, to da sie tez kazdy z1 < z). Aby pozby¢ sie wymagania o przeplywie na
jednej Sciezce powiekszajacej, dla kazdej krawedzi zastapmy jej przepustowosé ¢
przez | £] (jest to najwigksza krotnod¢ x, jaka mozemy nia przepuscic). Nastep-
nie znajdzmy maksymalny przeplyw. Po tym wystarczy przemnozy¢é wszystkie
przeplywy przez x, aby otrzymaé przeplyw w oryginalnej sieci. Jezeli jest on
réwny co najmniej kx, to x moze by¢ wynikiem. Powtarzamy iteracje wyszuki-
wania binarnego, dopdki nie osiagniemy satysfakcjonujacej precyzji.

5.2 [Codeforces Round #212| Petya and Pipes

Tres¢ Ponownie mamy do czynienia z siecia przeplywowsa, i mamy do dyspo-
zycji k ruchéw. W kazdym ruchu mozemy zwiekszy¢ przepustowo$é istniejacej
krawedzi o 1. Naszym zadaniem jest zmaksymalizowa¢ maksymalny przeptyw
w sieci po wykonaniu naszych ruchéw, i wypisaé¢ jego wartosé.

Ograniczenia n <50, m < n(n—1), k < 103

Rozwigzanie Dosy¢ tatwo zauwazy¢, ze mamy tutaj do czynienia z dwoma su-
rowcami: ruchami i przeplywem, co sugeruje, zeby sprobowaé¢ uzy¢ MaxX-FLow
MIN-Co0ST. Pomyst jest prosty: zwigkszenie przepustowosci na krawedzi e moze
by¢ symulowane istnieniem krawedzi o koszcie 1 (koszt symbolizuje wykonanie
ruchu) o takich samych koncach jak e. Poniewaz przepustowosé na danej krawe-
dzi mozemy zwieksza¢ dowolnie wiele razy (zapominajac na chwile o globalnym
limicie k), mozemy nadaé¢ nowej krawedzi przepustowo$é co. Istniejace weze-
$niej krawedzie maja koszt 0. W zmodyfikowanej sieci szukamy maksymalnego
przepltywu o koszcie < k — jest to nasz wynik.
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5.3 [XVII OlI, etap III| Mosty

Tres¢ Wybieramy si¢ wycieczke rowerowa w San Bajcisku, ztozonym z archi-
pelagu n wysp polaczonych m (dwukierunkowymi) mostami. W zaleznosci od
tego, w ktora strone jedziemy mostem, odczuwamy rézna site wiatru: [; lub r;.
Chcemy znalez¢ taki cykl Eulera (w pojeciu nieskierowanym — kazdym mostem
przejezdzamy dokladnie raz), ze maksymalna odczuwana sita wiatru jest jak
najmniejsza — lub stwierdzié, ze cykl nie istnieje.

Ograniczenia n < 103, m <2-103

Rozwigzanie Najpierw sprawdzmy, czy cykl Eulera istnieje: kazda wyspa
(wierzcholek) musi mieé¢ stopiefi parzysty. Minimalizowanie maksimum od razu
sugeruje, by zacza¢ od wyszukiwania binarnego po wyniku: maksymalnej sile
wiatru w. Gdy to zrobimy, mosty (krawedzie) mozna podzieli¢ na trzy grupy:

1. Takie, ktérymi nie da sie przejechaé: l;,r; > w. W takim wypadku na
pewno cykl Eulera nie istnieje, bo nie przejedziemy tym mostem. Nie roz-
patrujemy dalej tej grupy.

2. Krawedzie, dla ktérych musi przejecha¢ w jedna badz druga strone (do-
ktadnie jedno z I;, r; jest < w).

3. Krawedzie, ktorymi mozemy przejechaé¢ w obie strony.

Zatem widzimy, ze musimy jako$ zdecydowaé¢ o kierunku przejscia krawe-
dziami z grupy 3 — chcemy tak zorientowac krawedzie naszego grafu nieskiero-
wanego, by powstaly graf skierowany byt eulerowski. Przypomnijmy sobie, skad
si¢ bierze warunek na istnienie cyklu Eulera: do kazdego wierzchotka musimy
wejsé tyle samo razy, ile wyjdziemy: oba z tych zdarzen zajda de% razy.

Przeformutlujmy troche proces orientacji grafu. Gdy skierowujemy krawedz
u — v, to zwiekszamy stopien wyjsciowy u (o,) oraz wejsciowy v (i,) o 1.
Na koniec chcemy, by dla kazdego wierzchotka v zachodzilto i, = 0,, bo wtedy
wiemy, ze orientacja spelnia warunek na cykl Eulera. Ale i, + 0, = degwv, za-
tem wystarczy, by o, = de—QgU. Jedyne co nam teraz pozostaje, to skonstruowaé
odpowiednig sie¢ przeplywowa.

W naszej sieci beda wierzchotki odpowiadajace wyspom — vq,...,v, — oraz
krawedziom — eq, ..., e,. Chcemy, aby kazdy wierzcholek wybral sobie podzbior
% krawedzi, ktérymi go opuscimy — w ten sposéb zapewnimy warunek ¢,, =
0y, . Sie¢ przeptywowa konstruujemy nastepujaco: tworzymy krawedzie e; Lt

d i/2
(krawedz moze byé¢ wybrana najwyzej raz), s g/ v; (warunek cyklu). Po-

zostaly krawedzie umozliwiajace wyboér: jezeli e; moze by¢ skierowane ,,0d” v;,
to tworzymy krawedz wv; R e;. Jezeli przyporzadkowanie zostalo znalezione,
maksymalny przepltyw to m

2Ponizszy obrazek pochodzi z niebieskiej ksigzeczki.
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W otrzymanej sieci zachodzi |[V| = O(n+m) i |E| = O(n+m), ale f <m
zatem zlozonosé jest rzedu O(m(n + m)). To zadanie ma dosy¢ diugie rozumo-
wanie, ale w gruncie rzeczy sprowadzamy problem do skojarzen, ktore czesto
pojawiaja sie w problemach zwiazanych z rozkladem grafu na cykle.

5.4 [Codeforces Round #147] Build String

Tre$é Mamy slowniczek wyrazéw si, ..., 8, 1 chcemy ukrasé z nich literki (z
dowolnych miejsc, w dowolnej kolejnosci), by otrzymaé stowo t. Zeby nie bylo
za latwo, koszt zabrania literki z i-tego wyrazu to i, a dodatkowo nie mozna
zabra¢ wiecej niz a; literek z tego wyrazu.

Ograniczenia n < 100, a; < 100, [¢],]s;] < 100, o = 26 (male litery lacinskie)

Rozwigzanie Na razie zapomnijmy o kosztach — zrobmy sie¢ przeplywows,
ktéra pozwoli nam znalezé konstrukcje ¢ przy ograniczeniach a;.

e Stworzmy wierzchotek u; ,spinajacy” akcje zabrama pewnej literki z s;:
mozemy to zrobié¢ co najwyzej a; razy, zatem s — u,.

e Potem ograniczaja nas tylko liczebnoéci poszczegdlnych literek, wiec zréb-
my wierzchotki do zabrania literki a: v,,. Dla kazdego @ tworzymy krawe-
dzie u; — v, o takiej przepustowosci, ile jest liter a w s;.

e Na sam koniec wystarczy zapewni¢, ze wezmiemy odpowiednia liczbe liter:
do Zrédla przepuszczamy tylko tyle liter a, ile jest ich w t: v, — .

Na obrazku cyfry to wierzchotki u;, a litery to v,.
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Aby zalatwi¢ koszty wystarczy tylko nalozyé koszt i$ na krawedz s =5 u;. Mamy
V=0 +0), |E| = O(no) = O(n?), f < [t

5.5 [AMPPZ 2011]| Iloraz inteligencji

Tre$é Mamy n studentéw matematyki i m informatyki (kazdy studiuje do-
kladnie jeden kierunek). Znamy ilorazy inteligencji studentéw, oznaczane litera-
mi a; (dla i-tego studenta matematyki) badz b; (j-ty informatyki). Znamy tez
znajomosci miedzy nimi: znaja sie wszyscy studenci tego samego kierunku oraz
istnieje tez k par znajomych z réznych kierunkéw. Naszym zadaniem jest zna-
lezé podzbidr wszystkich studentéw o maksymalnej sumie ilorazéw inteligencji,
taki, ze kazda para studentéw sie zna.

Ograniczenia n,m <400, k< n-m

Rozwiazanie Nietrudno zauwazy¢, ze w zadaniu mamy do czynienia z grafem
dwudzielnym. W postawionym problemie mozna zauwazy¢ wariacje problemu
najwiekszej kliki, lecz jest ona tutaj troche zmodyfikowana: chcemy znalezé
biklike, czyli taki podzbiér wierzchotkéw, ze kazda para wierzchotkéw z réznych
stron grafu jest polaczona krawedzig.

Kliki tatwo przedstawié¢ logicznie: jezeli wezmiemy wierzcholek u, a nie jest
on polaczony z v, to nie mozemy wziaé tez v. Jezeli [u] oznacza wziecie u, to
[u] = —[v]. To sugeruje, by wykorzysta¢ MAX-FLow MIN-CUT (w interpretacji
obwodu). Trzeba uwazaé, zeby nie wpasé pulapke stosowania tylko zmiennych
rodzaju ,,czy wzieliSmy studenta u”, bo w obwodach nie mozemy skonstruowaé
negacji. Skorzystajmy z tego, ze graf jest dwudzielny: niech [i] oznacza, ze wzie-
lidmy i-tego studenta matematyki, a [[j]], ze nie wzieliSmy j-tego informatyki.
W takim uktadzie mamy T £ [i] (jezeli nie wzielismy i, to tracimy a; 1Q) oraz
[[7]] i& F (jezeli nie wzieliémy j, to tracimy b;). Pozostaje odzwierciedli¢ znajo-
moéci: [i] = [[4]], jezeli nie ma znajomosci miedzy i oraz j. Latwo zauwazyé, ze
odjecie minimalnego T-F przekroju w odpowiedniej sieci przeptywowej od sumy
1Q wszystkich studentéw da nam pozadany wynik.
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5.6 [Educational Codeforces Round #34]| Yet Another
Maxflow Problem

Tres¢ Mamy sie¢ przeptywowa zlozona z dwoch ,kolumn”:
(A4, ..., A,) oraz (By, ..., By,). Dla kazdego 7 istnieje krawedZ
A; 5 A;yq1 oraz B; 1N Biy1. Istnieje tez k krawedzi postaci
Ay, N B,,. Nalezy umie¢ modyfikowaé x; (przepustowos$é na
krawedziach A; — A;11) oraz odpowiada¢ na zapytania o
maksymalny przeplyw w sieci ze zrédla A; do ujscia B,,.

Ograniczenia n,m,q < 2-10°, przepustowoéci do 10°

Rozwigzanie Dwie rzeczy sa wyjatkowe w tym zadaniu:
po pierwsze limity sa zdecydowanie zbyt duze jak na prze-
plywy, a po drugie sie¢ przeptywowa jest bardzo specyficzna.
Co najmniej jedna z tych obserwacji powinna nam zasugero-
waé, by pomysle¢ o innym sposobie liczenia maksymalnego
przeptywu: MAX-Frow MIN-CUT.

RozwaZmyﬂ zatem Ai-B,, przekréj, dzielacy wierzcholki na zbiér S (A; € S,
B,, ¢ S) oraz pozostale, i rozwazmy wierzcholki zawierajace sie w S. Kluczo-
wa obserwacja jest nastepujaca: wezmy minimalny przekrdj S, a nastepnie wy-
bierzmy A; € S takie, ze A;y1 ¢ S. Przypuéémy, ze istnieje j > i takie, ze
A; € S (i wybierzmy najmniejsze mozliwe). Wtedy mozemy skonstruowaé prze-
kroj S1 = S\ {4,}, ktéry bedzie mial niewieksza wartos¢. Uzasadnienie tego
faktu jest dosy¢ proste: poniewaz j jest najmniejsze, to A;_1 ¢ S, wiec na pewno
w S1 krawedz A;_1; — A; nie jest przecigta (czyli prowadzi z wierzcholtka w S
poza S). Do tego krawedz A; — A;11, ani zadna z A; — By, nie jest przecigta,
bo A; ¢ Si. Po tej zmianie, jedyne co sie moglo staé, to ze niektére krawedzie
przestaly by¢ przecinane, zatem warto$é¢ przekroju S; nie mogta sie zwigkszy¢.
Rozumujac podobnie dla B, przypusémy, ze istnieje indeks i, taki ze B; € S, ale
B;_1 ¢ S. Wtedy skonstruowanie S; = SU{B;_1} nie moze zwigkszy¢ wartosci
przekroju, co mozemy uzasadnié¢ tak jak wczeéniej.

A jaki z tego wniosek? Widaé, ze z tego rozumowania wynika, ze minimal-
ny przekréj mozemy znalezé rozpatrujac tylko S zawierajace prefiksy kolumn:
(A1, Ag, ..., A,) oraz (B, Ba, ..., By). Jest to kluczowa obserwacja i pewnie naj-
trudniejsza cze$é¢ zadania.

Aby dokonczy¢ rozwiazanie, opiszmy wartosci przekroju wzgledem wielkosci
prefikséw A oraz B (odpowiednio a,b). Warto$é przekroju jest suma:

Zo + Yp + between(a, b)

const
Gdzie between(a, b) to suma po przecietych krawedziach miedzy A i B, czyli su-
ma po przepustowosciach z wszystkich krawedzi 4; = Bj dlai < aoraz j > b.

3Uwaga, dowéd konstrukeyjny. Niecierpliwy czytelnik moze pominaé ten akapit i przejsé
do wniosku.
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Pozostaje zauwazy¢, ze jedyna warto$¢, ktéra moze sie tutaj zmienié¢ (po mo-
dyfikacjach) dla ustalonego (a,b) to x,. Co za tym idzie, dla kazdego a mozemy
wyznaczy¢ optymalng wartosé b, dla ktérej reszta sumy jest zminimalizowana.
Wtedy wartoéci dla ustalonych a mozemy przechowywaé¢ w drzewie przedziato-
wym, a przy zmianie x, wystarczy tez troche zmieni¢ warto$¢ w odpowiednim
lisciu.
rgigl Zq + y» + between(a, b) e e+ rnbin yp + between(a, b)

Szukanie optymalnych b dla ustalonych @ mozemy przeprowadzi¢ rozwazajac
kolejno @ = 1,2,...,n i utrzymujac na drzewie przedzialowym koszty dla po-
szczegblnych b (wziecie pod uwage wszystkich krawedzi A, — B, to kwestia
dodania na sufiksie). Poczatkowo w liSciach drugiego drzewa sa wartosci yp.
Szczegdly wykraczaja poza zakres kotka o przeplywach :). Calosé mozna roz-
wiaza¢ w O((n + m)log(n +m) + qlogn).

5.7 [POJ (Peking University)] Intervals

Tres¢ Mamy n przedzialow, kazdy z nich jest obustronnie otwarty i -ty obej-
muje (a;, b;) oraz ma wage w;. Nalezy znalez¢ podzbiér przedzialéw o maksy-
malnej sumie wag, taki, ze nie ma punktu, ktéry jest pokryty przez wiecej niz
k przedzialow.

Ograniczenia n,k < 200, a;, b;, w; < 10°

Rozwigzanie Zacznijmy od przeformutowania problemu: globalny warunek
»co najwyzej k przedzialéw” jest trudny do sformulowania w jezyku przeptywow
(jak mozna si¢ latwo przekonaé). W tym celu zauwazmy nastepujacy fakt, ktéry
moze przynosi¢ na my$l twierdzenie Dilwortha:

Wszystkie punkty na osi sq pokryte przez nie wiecej niz k przedzialow wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy przedzialy mozna podzieli¢ na co najwyzej k roztgcznych
grup, z czego kazda zawiera pewien podzbidr roztgeznych (nie przecinajgcych sie)
przedzialow.

Roéwnowazno$é jest prosta do pokazania: dla (=) wystarczy rozwazy¢ prosty
algorytm zachlanny przydzielajacy przedziaty do grup idac od lewej do prawej
po osi. W (<) poprawnosé jest oczywista (w danym punkcie moze byé co naj-
wyzej jeden przedzial z danej grupy, ktérych jest k).

Chcemy za pomoca przeptywow konstruowaé opisany podzial na grupy — na
razie zapomnijmy o wagach. Wyélemy k jednostek przeplywu, a kazda, idac swo-
ja éciezka powigkszajaca, okresli nam wybrane do grupy przedzialty. Posortujmy
przedzialy leksykograficznie (czyli rosnaco po poczatkach, a jezeli poczatki sa
takie same, to po koncach). Pomysl jest nastepujacy: jednostka przepltywu (re-
prezentujaca przydzial do grupy) bedzie po kolei szla po przedzialach, i jezeli
zdecyduje sie jaki$§ wziaé, to przeskoczy wszystkie, ktore ten przedzial przeci-
na. Korzystamy tutaj z tego, ze gdy posortujemy przedzialy leksykograficznie,
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to dany przedzial przecina nastepujace przedzialy tylko na spdjnym podciagu
ciagu przedzialow — wiec mozemy latwo ominaé ten spojny podciag.

Wierzcholki w sieci reprezentuja przedziaty, a krawedzie wzigcie badz ominie-
cie przedzialu. Oznaczmy posortowany ciag przedzialéw jako I = (Iy, Is, ..., I,).
Czas okresli¢, jak dokladnie ma wygladaé sieé:

e Zrédlem jest Iy, a ujéciem I,,.

e Istnieje krawedz I; = I, 1, reprezentujaca nie wziccie i-tego przedziatu
do grupy.

e Po wrzieciu I; chcemy przeskoczy¢ do najwczesniejszego leksykograficznie
przedziatu wystepujacego po nim, ktéry nie przecina I;. Oznaczmy jego
indeks jako A (2). Istnieje krawedZ I; R In() (przepustowosé to 1, bo
dany przedzial moze by¢ wziety tylko raz).

Zeby zalatwi¢ wagi nalezy (jak zwykle) wykorzystaé Max-FLow MIN-COST.
Krawedzie symbolizujace wzigcie I; otrzymaja koszt —w;. Otrzymamy sie¢ wiel-
kosci liniowo zaleznej od n. Wystarczy w niej znalez¢é najtanszy przeplyw o
wartosci co najwyzej k, i zwrocié jego zanegowany koszt.

5.7.1 Twierdzenie Dilwortha

Odbiegajac troche od tematu, twierdzenie Dilwortha uogélnia zastosowany fakt
dla dowolnych obiektéw matematycznych, na ktérych umiemy zdefiniowaé cze-
$ciowy porzadek = (to oznacza, ze moga istnie¢ pary elementéw, ktérych nie
da si¢ poréwnywac) — relacje zwrotna, przechodnia i antysymetryczna. WezZmy
czeéciowo uporzadkowany zbiér. Lancuch to taki jego podzbior, ze wszystkie ele-
menty mozna poréwnaé ze soba (czyli mozna zrobi¢ lahcuszek z1 < z9 < ... <
xq). Natomiast antylaricuch to podzbiér taki, ze nie mozna poréwnaé zadnej
pary elementéw, ktore sie w nim znajduja. Oto treéé¢ twierdzenia:

Twierdzenie (Dilwortha). Rozmiar najwickszego antylaricucha w zbiorze to
minimalna liczba rozlgeznych tancuchow, na ktére mozna podzieli¢ caly zbior.

Fakt z zadania wynika, gdy jako A < B zdefiniujemy ,czy przedzialy A i B
sie nie przecinaja oraz A jest na lewo od B”. Inny przyklad zastosowania tego
twierdzenia jest zwiazany z ciagami oraz podciagami rosngcymi i malejacymi.
Dla ciagu (a1, as, ..., an) zdefiniujmy poréwnanie (i) < (j) & ¢ < j Aa; < aj.
Wtedy tancuchy to podciagi niemalejace, a antytancuchy to podciagi malejace.
Otrzymujemy, ze dtugosé najdluzszego podciggu malejacego to minimalna liczba
podciagéw rosnacych, ktérymi mozna pokry¢ ciag.

Jako ze jest to bardziej temat matematyczny (aczkolwiek kombinatoryka
przydaje sie w informatyce), odsylam do innych zZrédet:

e https://en.wikipedia.org/wiki/Dilworth’,27s_theorem

e https://brilliant.org/wiki/dilworths-theorem/
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5.8 [Forethought Future Cup 2019| Zoning Restrictions

Tres¢ Na ulicy jest n dzialek w rzedzie, na ktérych chcemy postawié¢ budynki
o wysokosciach od 0 (czyli brak budynku) do h (najwyzszy mozliwy budynek).
Chcemy, zeby budynki byty jak najwyzsze — budynek wysokosci a daje nam zysk
a®. Jednakze, miasto nalozylo m ograniczen budowlanych: i-te z nich méwi, ze
jezeli wéréd dzialek od [;-tej do r; istnieje budynek wyzszy od x;, to nalezy
zaplacié¢ (jednorazowa) kare ¢;. Znajdz maksymalny mozliwy zysk!

Ograniczenia n,h,m <50, ¢; < 5-103

Rozwigzanie Warunek ,jezeli wéréd dziatek...” podpowiada podejécie do
problemu uzywajac MAX-FLow MIN-CUT. Stwoérzmy sie¢, w ktérej wierzchot-
ki beda reprezentowaly zdania ,czy budynek na i-tej dzialce jest wysokosci co
najmniej a” — [w; > a] (a € [0, h]) — oraz ,czy zaplaciliémy j-ta kare” — {j}.

e Kazdy budynek musi byé¢ wysokosci co najmniej 0, wiec T = [w; > 0].
Poza tym musimy jako$ nauczy¢ obwdd, jak dziata poréwnywanie, méwiac,
e [w; > x4+ 1] = [w; > ).

e Tutaj jest nietrywialna czesé: Skorzystamy z tego, ze zyski sa rosnace,
i minimalny przekr6j bedzie minimalizowal sume nieotrzymanego zysku.
Dokladniej, jezeli [w; > a] jest prawdziwe, to z tej racji dodatkowo otrzy-
malibyémy a? — (a — 1)? = 2a — 1 (w poréwnaniu do [w; > a — 1]). Zatem

2a—-1
T°=" [w; > al.

e Teraz trzeba zajac si¢ tamaniem ograniczen: i-ty dla kazdego I; < i < r;

ma wymuszong implikacje [w; > z; + 1] = {4}

e Na koniec zostaje placenie kar: {j} 2.

Podsumowujac: |V| = O(nh + m), |E| = O(nh + m + nm) = O(n(h +m)),
f = 0(nh?).
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6 Uwagi implementacyjne

Jest kilka podejé¢ do implementacji. Przede wszystkim, zwykle utrzymuje sie
tylko sie¢ rezydualng — to znaczy utrzymujemy poczatkowsa sie¢ przeplywowa i
dla kazdej krawedzi znamy jej przepustowosé rezydualng cy(e), do tego dla kaz-
dej krawedzi tworzymy krawedz stowarzyszona e’, taka ze poczatkowo cy(e’) =0
(oryginalna krawed? jest towarzyszem stowarzyszonej). Gdy przepychamy prze-
plyw przez jedna z krawedzi, zmniejszamy jej przepustowosé rezydualna, ale o
tyle samo zwiekszamy przepustowo$¢ krawedzi stowarzyszonej. W ten sposob
przepychanie przez obie krawedzie (czyli w obie strony) dziala na doktadnie tej
samej zasadzie.

Nalezy jednak zdecydowaé, jak dokladnie bedziemy szybko sprawdzaé obec-
na przepustowosé¢ rezydualna krawedzi oraz jej krawedzi stowarzyszonej — to
mozemy rozwigzaé inaczej, w zaleznosci od tego, czy pojawiaja sie multikrawe-
dzie. Jednak uniwersalnym sposobem jest przechowywanie list sasiedztwa. W
lidcie sasiedztwa moga ,mieszka¢” krawedzie (jako struktury), i wystarczy znaé
jej konce, obecna przepustowosé i indeks krawedzi stowarzyszonej w odpowied-
niej lidcie. Istnieja takze podejécia oparte na wskaznikach. Poza tym krawedzie
moga tez mieszkaé w globalnej tablicy (empirycznie, moze by¢ to wolniejsze), a
w listach sasiedztwa mozemy przechowywaé jedynie ich indeksy. Jeszcze innym
sposobem jest przechowywanie globalnej tablicy f [u] [v], symbolizujacej obec-
ny przeplyw miedzy dwoma wierzchotkami — w tym wypadku niezbyt dzialaja
multikrawedzie (szczegélnie przy implementacji MAX-FLow MIN-COST).

Zasada co pisac:

1. Jezeli limity sa tak male, ze zlozonosciowo wejdzie Edmonds-Karp, albo
graf jest wyjatkowo specyficzny, to mozna go napisac.

2. W przeciwnym wypadku: przepychaé Dinica, gdy testy wydaja sie mocne
to uzy¢ Dinica ze skalowaniem.

3. Jezeli chodzi o MAX-FLow MIN-COST: analogicznie, jezeli znaczaco wy-
chodzimy poza limity to mozna pisaé¢ Dijkstre z potencjatami (ale to nieko-
niecznie musi by¢ tak dobry pomys! jak Dinic zamiast Edmondsa-Karpa)

Moje implementacje w zadaniach (z komentarzami):

e Dinic w zadaniu FASTFLOW (ze SPOJa): |[klik]

e MAX-FLow MIN-COST w zadaniu Machine Programming: |[klik]
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Zadanka do kminienia

Do niektérych zadan jest przetlumaczona tresé z:

M — Kartki Marka Sommera: https://mareksom.w.staszic.waw.pl/
kolko/2013-2014/kartki/10.06.2014.pdf

T — Listy zadan Tymoteusza Wisniewskiego: http://students.mimuw.
edu.pl/ " tw418404/przeplywy.pdf

Zadania:

[Google Code Jam 2014 — Round 2]| M Don’t Break The Nile
[Codeforces Round #290] 7 Fox and Dinner

[VK Cup 2012] Machine Programming

[Final Google Code Jam 2009] M Wi-fi Towers

[XVIII OI, etap III] Konkurs programistyczny

Bejsbol (klasyczny problem) — Jest n druzyn bejsbolowych, i-ta z nich
wygrala juz w; meczéw i zagra z j-tg jeszcze r; ; meczéw. Druzyna jest
wyeliminowana, jezeli nie ma takiego scenariuszu, w ktérym konczy ona
rozgrywki na pierwszym miejscu (z najwieksza liczba zwyciestw). Przyj-
mijmy, ze moze by¢ ex aqueo. Stwierdz, czy k-ta druzyna jest wyelimino-
wana, lub podaj scenariusz w ktérym jest na pierwszym miejscu.

[VN SPOJ] Fast Flow — zadanie z wietnamskiego SPOJa, ktére ma pesymi-
styczne testy na algorytmy przeptywowe. Trzeba uzy¢ lepszego algorytmu
(np. Dinica ze skalowaniem). Wiecej o przepychaniu przeplywéw mozna
przeczytaé na [tym blogu na CodeForces|. Zaznaczam, ze wyglada na to
ze autor ma inne czasy niz podaje na tym zadaniu (jego kod daje okoto
0.09s zamiast 0.00s).
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