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1 Wstep

Po przeplywach bedziemy rozwazali inne sposoby modelowania problemdw opty-
malizacyjnych. Cala zabawa bedzie dziala sie¢ w wickszosci w grafach dwudziel-
nych, bo posiadajg przydatne dla nas wlasnosci. Tym razem beda to mniej ogdl-
ne rozwazania, dzieki czemu powstale algorytmy beda prostsze do napisania, a
problemy bardziej schematyczne.

Jednak w grafach dwudzielnych nie jesteSmy ograniczeni do samych skoja-
rzen: jest w nich kilka przydatnych relacji (przynoszacych na mysl MAx-Frow
MiN-CuT), dzieki ktérym jednym algorytmem rozwiazemy wiele probleméw.

Na tej kartce, wbrew tradycyjnemu sposobowi przedstawieniu skojarzen, ko-
rzystam ze sformutowania maksymalnego przeplywu i metody Forda-Fulkersona.

2 Czym sa skojarzenia?

2.1 Intuicja i definicja

Skojarzenia maja na celu modelowa¢ parowanie obiektéw, przy czym kazdy
obiekt nalezy do co najwyzej jednej pary. Modelujemy je grafami (bo tak jest
wygodnie), tak, ze wierzcholki sa obiektami, a krawedZ symbolizuje mozliwosé
sparowania ze soba dwdch obiektéw.

Przechodzac do definicji: skojarzeniem nazywamy taki podzbior krawedzi, ze
kazdy wierzcholek ma co najwyzej jedna sasiadujaca krawedz, ktéra zawiera si¢
w skojarzeniu. Jezeli taka krawedz istnieje dla pewnego wierzchotka v, to jej dru-
gi koniec jest wierzcholkiem skojarzonym z v (jezeli wierzcholek jest skojarzony,
to znaczy ze ma incydentna krawedz w skojarzeniu). Wielkoscia skojarzenia jest
oczywiscie liczba krawedzi, ktéra sie w nim zawiera. Maksymalne skojarzenie
definiuje sie samo: jest to skojarzenie o najwiekszej mozliwej wielkosci. Rzecz
jasna, bedziemy chcieli szuka¢ maksymalnych skojarzen.

Przypomnijmy jeszcze, ze grafy dwudzielne to takie, ze ich wierzchotki mozna
pokolorowaé¢ na dwa kolory — dwa wierzcholki tego samego koloru nie moga by¢
polaczone krawedzia. Mozemy narysowaé taki graf dzielac go na dwie czesci: z
lewej mozemy umiesci¢ pierwszy kolor, a z prawej drugi. Tak tez czesto bedziemy



robi¢. Latwo sie przekonaé, ze warunek na dwudzielno$é grafu jest rownowazny
nieistnieniu cykli nieparzystych (co tez sie p67niej przyda). Zeby przywyknaé
do widoku skojarzenn w grafie dwudzielnym (bipartite matching), sp6jrzmy na
ponizszy obrazek z przykladowym skojarzeniem (zaznaczonym na czerwono)

2.2 Skojarzenie doskonate. Twierdzenie Halla

Jednak zanim przejdziemy dalej, warto pozna¢ troche matematycznej teorii
zwiazanej z tym problemem — czasem moze si¢ ona okaza¢ kluczowa w znalezie-
niu rozwiagzania zadania. Juz teraz pierwszy raz zobaczymy przydatnosé graféw
dwudzielnych, bo to wlasnie w nich zachodzi twierdzenie Halla (znane tez
jako twierdzenie o kojarzeniu malzenistw).

Sugerujac sie jego druga nazwsg, zmienmy troche terminologie. Powiedzmy,
ze wierzcholki lewej strony grafu to algorytmicy, a prawej zadanka. Bedziemy
chcieli kazdemu algorytmikowi da¢ jedno zadanie (ale kazdy musi dostaé inne,
zeby sie nie klécili, kto pierwszy zrobil). Krawedzie oznaczaja umiejetnosé zro-
bienia zadania przez algorytmika (nie ma sensu dawaé mu zadania, ktérego nie
umie zrobié, bo bedzie mu smutno). Dany zbiér algorytmikéw umie zrobié zbidr
wszystkich zadan, ktére umie zrobi¢ dowolny z algorytmikéow mieszkajacych w
zbiorze. Mozemy juz wprowadzié¢ twierdzenie Halla:

Twierdzenie (Halla). Mozna daé zadanka wszystkim algorytmikom wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kaidego podzbioru algorytmikow, liczba algorytmikow w
podzbiorze jest nie mniejsza niz liczba zadan, ktore umiejg zrobic.

Na pierwszy rzut oka twierdzenie wyglada mato przydatnie — przeciez nie
bedziemy sprawdza¢ wykladniczej liczby przypadkéw, zeby stwierdzié istnie-
nie skojarzenia. Jednak, jak zwykle, sita takich twierdzen tkwi w szczegblnych
przypadkach — gdy graf bedzie bardzo specyficzny, twierdzenie moze poméc nam
kompletnie przeformulowaé problem ze skojarzen do analizy struktury grafu.

Poprawno$c¢ tego twierdzenia jest dosy¢ oczywista w strone warunku na wiel-
kosci podzbiorow — troche trudniej jest je udowodni¢ w druga strone. Mozna
skorzystaé¢ z indukcji, taki dowdd jest np. |[tutaj].

LObrazek z Wikipedia Commons: https://pl.m.wikipedia.org/wiki/Plik:Bipartite_
graph_with_matching.svg
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3 Algorytmy w grafach dwudzielnych

3.1 Czemu dwudzielne?

Mozna wymys$lié¢ kilka powodéw — w grafach dwudzielnych naturalnie wystepuje
asymetria, dzieki czemu bardzo tatwo wykorzystac¢ koncept zrédla i ujscia z prze-
plywow, jak za chwile zrobimy. Jednak rozwazajac ogdlny przypadek, przydatny
okaze sie przede wszystkim brak cykli nieparzystych w grafach dwudzielnych.

3.2 Sciezki powiekszajace w przeplywie

Zaczniemy od zbudowania klasycznej sieci przeplywowej rozwiazujacej mak-
symalne skojarzenie. Na podstawie dzialania Forda-Fulkersona skonstruujemy
uproszczony algorytm. Oznaczmy wierzcholki z lewej strony jako u;, a z prawej
v;. Wezmy do sieci poczatkowy graf, a jego krawedzie skierujmy od lewej do
prawej i nadajmy im przepustowosci co (ten wybdr bedzie mial znaczenie
w przysziodci, ale dziatalby tez wybor 1). Przejscie jednostki przeplywu przez
pare wierzcholkow oznacza, ze krawedZ jest w skojarzeniu. Aby doprowadzié
przeptyw, zrédlo laczymy z w;, natomiast v; z ujsciem, za kazdym razem z
przepustowoscia 1E|

Zastanéwmy sie, jak dziala metoda Forda-Fulkersona na takiej sieci. Po-
czatkowo bedziemy po kolei brali proste $ciezki s — u; — v; — ¢, natychmiast
powickszajac skojarzenie. Jednak w pewnym momencie bedzie to niemozliwe:
wtedy, mknac po sieci rezydualnej, zaczniemy cofaé¢ sie krawedziami w skoja-
rzeniu. Rozumujac dalej: zaczynajac Sciezke powiekszajaca od wierzchotka u; (z
zalozenia nieskojarzonego) mozemy:

e Przejs¢ do nieskojarzonego wierzchotka v; i natychmiast powiekszy¢ prze-
plyw (skojarzenie).

o Przejs¢ do skojarzonego wierzchotka v;, skad musimy wrécié si¢ na lewo
krawedzia w skojarzeniu (bo w sieci rezydualnej istnieje dla niej krawedz
stowarzyszona w druga strone) do uy, nastepnie do pewnego v; nieskoja-
rzong krawedzia. Jezeli v; jest skojarzone, to powtarzamy proces, w innym
wypadku mozemy powiekszy¢ przeplyw.

Czas przekué ten algorytm w co$ szybszego i prostszego.

2Zmodyfikowany obrazek z Wikipedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Maximum_bipartite_matching_to_max_flow.svg
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3.3

Turbo matching

Powyzszy schemat dzialania mozna przepisa¢ na pseudokod:

Powieksz(u; ) — sprébuj stworzy¢ Sciezke powiekszajaca zaczynajac od nie-
skojarzonego u;:

. Jezeli jest nieskojarzony sasiad v;, to skojarz u; i v; ze soba.

W przeciwnym wypadku: wybierz ktéregos sasiada vy skojarzonego z u; i
sprawdz, czy da sig zrobi¢ Powigksz(u;). Jezeli tak, to ,rozkojarz” z w i
zamiast tego skojarz ze soba (u;).

Zastandéwmy sie, jak usprawni¢ te metode:

Nie ma sensu robié¢ cykli: wielokrotnie odwiedza¢ tego samego wierzchotka.
W przeciwnym wypadku mozemy sie zapetlic.

Warto wiedzieé, czy skojarzenie udato sie powiekszy¢ w rekurencji, aby
wczesnie] przerwaé dzialanie. Powieksz moze zwrocié prawde, jezeli sko-
jarzenie si¢ powiekszylo (czyli skoniczylo sie na kroku 1.). Jezeli doszlo do
kroku 2., to zwraca prawde, gdy wywolanie rekurencyjne zwrocito prawde.
W przeciwnym wypadku zwraca falsz. Skojarzenie w kroku 2. modyfiku-
jemy tylko wtedy, gdy wywotanie rekurencyjne zwrécito prawde.

Nawiazujac do poprzedniej modyfikacji, jezeli nie udalo sie powiekszy¢
skojarzenia w kroku 2., to mozemy dalej z tego samego wierzchotka po-
prosi¢ inny wierzchotek o prébe od-skojarzenia.

Do tego zauwazmy, ze nie trzeba wczesniej modyfikowaé skojarzenia w
kroku 2., bo mozna to zrobi¢ dopiero wtedy, gdy jesteémy pewni, ze taka
zmiana pozwala powigkszy¢ skojarzenie. Funkcja moze po prostu zaktadac,
ze u; jest nieskojarzony.

Pamietajmy, ze cala ta metoda dziala dlatego, ze tak na prawde puszczamy
algorytm przeplywowy, a jednostkowe przepustowosci i struktura grafu pozwa-
laja nam na duzo uproszczen.

Otrzymujemy bardzo prosty kod funkcji bool augment(int u). match[v]
oznacza obecny skojarzony wierzcholek u, przy czym -1 to brak.

bool augment (int u)

{

vis[u]l = true;
for(auto v : graphl[ul)
if (match[v] == -1)
{ match[v] = u; match[u] = v; return true; }
for(auto v : graphl[ul)
if (not vis[match[v]] and augment(match[v]))
{ match([v] = u; match[u] = v; return true; }
return false;



Funkcje augment wystarczy wywolywaé w taki sam sposéb, jak zrobilby
to Ford-Fulkerson — na wierzchotkach bedacych sasiadami Zrédla w sieci re-
zydualnej, czyli nieskojarzonych. Trzeba tez zawczasu czysci¢ tablice odwiedzo-
nych. Wtedy z kazdym wywolaniem, ktore zwrocito prawde, wielkos$¢ skojarzenia
zwigksza sig¢ o 1. Voilal

...no dobra, nie do konca. To, co pokazalem, to klasyczny bezimienny algo-
rytm szukania Sciezek powiekszajacych w celu znalezienia maksymalnego skoja-
rzenia (w rosyjskich Zrédlach spotkalem sie z nazwa ,algorytm Kuhna”). Turbo
matching to podobny algorytm, ktérego opisu trudno szukaé, lecz wyglada na
to, ze jest to popularny polski trik. Jest to modyfikacja powyzszego algoryt-
mu, niezwykle prosta, bo réznica jest jedynie w petli szukajacej powickszen:
tablica odwiedzonych powinna byé czyszczona jedynie po sprawdzeniu wszystkich
wierzchotkéw do proby skojarzenia. Czyli reszta turbo matchingu wyglada tak:

while(true)
{
for(int u = 0; u < n; u++)
vis[u] = false;
bool any = false;
for(int u = 0; u < n; ut++)
if (match[u]l == -1 and augment(u))

any = true;
if (not any) break;

Uzytem tutaj pewnej sztuczki: zauwazmy, ze caly dotychczasowy algorytm
przechowywal dane w symetryczny sposéb, niezaleznie od tego, z ktérej strony
jest wierzcholek. Z tego powodu nie musimy nawet dwukolorowaé¢ grafu.

3.3.1 Jak najszybciej

Ale co ze zlozono$cia czasowa? Céz, nawiazujac do Forda-Fulkersona albo pro-
stego uzasadnienia, O(V') razy powigkszymy skojarzenie zmodyfikowanym prze-
szukiwaniem wglab w O(V 4+ E) = O(E) — teoretyczna zlozonosé¢ to O(VE).
Ale w praktyce skojarzenia dzialaja, podobnie jak przeptywy, bardzo szybko —
jeszcze szybciej w grafach szczegdlnej postaci.

W grafach, w ktérych maksymalny stopien jest bardzo maly (2, 3...) efekt
jest wyjatkowo duzy. W zadaniu Clo z I etapu XV OI] proste rozwiazanie wzor-
cowe dzialalo w czasie O(n +m) (n < 10°, m < 2-10°). Jednak rozwiazanie
korzystajace z turbo matchingu wywolanym na grafie, ktérego wierzchotki mia-
ly stopien 2 z |V| = O(n + m) wierzcholkami, mimo staran ukladajacego testy
dzialalo podobnie do rozwigzan wzorcowych. Jednak cudéw nie ma: wrzu-
cenie dziesigtkow milionéw krawedzi do grafu raczej nie jest dobrym pomystem.

Bardzo zabawne sa tez optymalizacje randomizowane do tego algorytmu.
Losowanie kolejnosci odwiedzania wierzchotkéw cieszy sie spora popularnoscia
wsréd krngbrnych uczestnikéw. Poza tym, mozna tez przed wykonaniem algo-
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rytmu arbitralnie wybraé¢ krawedzie do skojarzenia stosujac rézne zachlanne
heurystyki.

Kraza legendy o ruskich testach uwalajacych turbo matching. Malo kto je
widzial, ale sama idea ich istnienia jest doprawdy przerazajaca.

3.4 Algorytm Hopcrofta-Karpa

Na koniec historia o smutnym algorytmie, o ktérym wie wiekszosé oséb znaja-
cych skojarzenia, ale prawie nikt go nie pisze. Dziala w czasie O(EW ).

Jego zasada dziatania jest dosy¢ znajoma: konstruowany jest graf poziomo-
wy, a nastepnie wyszukuje sie jak najwiecej roztacznych krawedziowo $ciezek
powigkszajacych (,skojarzenie blokujace”?). W istocie, podobienstwo nie jest
przypadkowe: jest to ,zdegenerowany” algorytm Dinica na sieci przeptywowej
takiej samej, jak wprowadziliSmy.

W praktyce turbo matching jest znacznie szybszy od algorytmu Hopcrofta-
Karpa. Ale zawsze mozna si¢ pochwalié, ze ma si¢ algorytm ktoérego pesymi-
styczna ztozonoéé jest O(v/V) razy mniejsza.



4 Skojarzenia, zbiory niezalezne i pokrycia

Sekcja jest zainspirowana pomocnym artykulem z czasopisma Delta |, W grafach
dwudzielnych jest tatwiej” autorstwa doktora Jakuba Radoszewskiego.

4.1 Niby co innego, a jednak to samo

Nauczymy sie teraz, jak skojarzenia sa zwiazane z innymi wielko$ciami opisuja-
cymi strukture grafu. Zacznijmy od ich wprowadzenia:

e Minimalne pokrycie krawedziowe Cr (MIN EDGE COVER) — najmniejszy
zbidr krawedzi, taki, ze kazdy wierzchotek ma co najmniej jedng sasiadu-
jaca krawedz w pokryciu.

e Minimalne pokrycie wierzchotkowe Cy (MIN VERTEX COVER) — najmniej-
szy zbiér wierzchotkéw, taki, ze kazda krawedZ ma co najmniej jeden sa-
siadujacy wierzchotek w pokryciu.

e Maksymalny zbiér niezalezny Zy (MAX INDEPENDENT SET) — najwiekszy
zbiér wierzchotkéw, taki, ze zadne dwa nie sasiaduja ze soba.

Zastanéwmy sie jeszcze chwile nad skojarzeniem (MAX MATCHING) — w
pewnym sensie jest to wariacja zbioru niezaleznego, ale w definicji sa krawedzie
zamiast wierzchotkéw. Z tego powodu oznaczmy je Zp.

Problemy wygladaja z natury podobnie, lecz z pewnoscig zaskakujacy be-
dzie fakt, ze ich rozwiazania sg ze soba blisko powiazane. Ponizej sa wypisane te
relacje w grafie z n wierzchotkami, wraz z zarysem uzasadnienia (podane fakty
wykorzystuje sig, by pokazaé nieréwnosé < w obie strony). Co wazne, zacho-
dza one tylko wtedy, gdy w grafie nie wystepuja wierzcholki izolowane (o
stopniu zerowym).

e |Cy|+|Zv| = n —bo kazdy zbidr niezalezny to dopelnienie pewnego zbioru
niezaleznego, i na odwrdét. Dzieki temu oba problemy mozna rozwiazaé¢ w
ten sam sposob. Wierzchotki izolowane psuja te wlasnosc.

e |Cr| + |Zg| = n — poniewaz pokrycie krawedziowe musi tworzy¢ las, a
maksymalne skojarzenie mozna zachtannie uzupetni¢ krawedziami tak, ze-
by otrzymaé¢ pokrycie krawedziowe. Graf z wierzcholtkami izolowanymi nie
ma pokrycia krawedziowego. Warto wiedzie¢, ze to zachtanne uzupelnianie
daje minimalne pokrycie krawedziowe.

Obie relacje lacza ze soba problemy, ktérych rozwiazania latwo do siebie
sprowadzié.
4.2 W grafach dwudzielnych jest latwiej

Nie pozostaje nic innego, jak wprowadzi¢ cudowna réwnosé¢ z Twierdzenia
Koniga, dzieki ktoérej w grafach dwudzielnych powyzsze rownosci spinaja sie w
piekna calosé.
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Twierdzenie (Ko6niga). W grafie dwudzielnym wielkosé maksymalnego skoja-
rzenia jest rowna wielkosci minimalnego pokrycia wierzchotkowego.

I =Cy

Dowdéd. Twierdzenie mozna udowodnic¢ za pomoca MAX-FLow MIN-CUT i kon-
strukcji pokrycia z minimalnego przekroju sieci przeptywowej. Dowdéd mozna
znalez¢ w materialach uniwersytetu Chicago [tutaj]. O

Warto wiedzieé, ze konstrukcja minimalnego pokrycia wierzchotkowego prze-
biega nastepujacego: bierzemy maksymalny przeplyw odpowiadajacy skojarze-
niu, konstruujemy minimalny s-t przekrdj (A, B), a nastepnie bierzemy do po-
krycia wierzcholki z prawej strony (od ujécia) w A oraz z lewej w B. Wypada
tez zauwazy¢, ze twierdzenie nie wymaga w zalozeniach braku wierzchotkéw
izolowanych. Zaznacze, ze zwykle znajomos¢ tych wszystkich metod konstrukcji
nie jest konieczna.

Whioskujemy, ze w grafie dwudzielnym umiemy rozwiazaé¢ wszystkie powyz-
sze problemy w czasie wielomianowym! W grafie ogélnym MIN VERTEX COVER
tudziez MAX INDEPENDENT SET jest w NP (co przydaje sie do redukeji, moze
kiedy$ do tego wrécimy). Co wiecej, mozemy zrobi¢ pigkna sie¢ réwnosci, bo
ICv|=I|Zg| = [Zv| = [Csl:

|
S

Cv] + |Zv|
Il I
Zel + |Ce|] = n

4.3 Uwaga o zbiorze dominujacym

Czesto myli mi sie MIN VERTEX COVER z MIN DOMINATING SET — sg to
podobne problemy, z czego ten drugi zawsze jest NP (czyli dosyé trudny do
rozwiazania). Pierwszy pokrywa krawedzie, a drugi pokrywa wierzcholki — zbiér
dominujacy to taki zbiér wierzchotkdéw, ze kazdy wierzcholek sasiaduje z wierz-
chotkiem w zbiorze, badz sam w nim jest.


http://www.math.uchicago.edu/~may/VIGRE/VIGRE2009/REUPapers/Staples-Moore.pdf

5 Zadanka
5.1 [PREOI 2020] Skracanie

Tre§¢ Dany jest stownik n krétkich stéw (dlugosci co najwyzej 10 znakéw).
Dla kazdego z nich chcemy wybraé skrot, czyli stowo bedace jego podciagiem
(niekoniecznie spdjnym). Skréty musza byé parami rézne oraz mieé¢ dlugosé z
przedziatu [1,4].

Rozwigzanie Zadanie w dosy¢ oczywisty sposéb sprowadza sie do poszukiwa-
nia maksymalnych skojarzen w grafie dwudzielnym. Kazde stlowo ma co najwyzej
S = (110) + (120) + (130) + (140) = 385 mozliwych skrétéw, zatem mozemy stworzy¢
graf z |[V| = |E| = O(nS). Daje to zlozonosé¢ rzedu O(nSv/nS), czyli liczba ope-
racji rzedu 4 - 107. Graf jest dosyé specyficznej postaci, a jedna ze stron grafu
jest bardzo mala (jedynie n wierzchotkéw), wiec algorytm bedzie szybki.

5.2 Ogrdéd ksiezniczki

Tre$é Mamy kratke (taka jak szachownica, ale pola nie sa pokolorowane) nxn.
Na niektérych polach jest trawka, a na innych ziemia. Pola na ktorych jest
ziemia mozemy zmieni¢ w jeziorka, ale nie mozna zrobi¢ dwoéch sasiadujacych
jeziorek (czyli o wspdélnym boku). Checemy zmaksymalizowaé sumaryczna liczbe
stworzonych przez nas jeziorek.

Rozwigzanie Gdy spotkalem si¢ z tym zadaniem, bylo ono przedstawione jak
zadanie optymalizacyjne (czyli pojawiala sie sugestia, ze nie da si¢ go zawsze
szybko rozwiazaé optymalnie). Dosy¢ latwo si¢ przekona¢ w bolesny sposéb, ze
pomysty zachtanne raczej nie dziataja.

Sformutowanie z zakazem stawiania sasiednich jeziorek i maksymalng liczba
jeziorek powinno przynies¢ na my$l problem MAX INDEPEDENT SET. W isto-
cie, grafy zbudowane z relacji sasiedztwa na kratce sa dwudzielne (tutaj warto
pomysleé o szachownicach, zeby natychmiast zrozumieé¢ dowod). Wystarczy wy-
korzystaé algorytm maksymalnych skojarzen, a wiemy, ze |Zg| = |V|—|Zv | (czyli
wynik to liczba wierzchotkéw minus liczba krawedzi w maksymalnym skojarze-
niu). W rozwazanym grafie umieszczamy jedynie pola z ziemia. W tym kon-
kretnym zadaniu nalezalo odtworzy¢ wynik, zarys sposobu zrobienia tego byt
juz przedstawiony (liczymy pokrycie wierzchotkowe z minimalnego przekroju, a
potem bierzemy dopelnienie tego zbioru).

5.3 [XVI Ol] Lyzwy

Tres¢ Prowadzisz wypozyczalnie tyzew. Rozmiaréw lyzew jest n i sa ponume-
rowane liczbami catkowitymi od 1 do n (zgodnie z rosnaca wielkoscia). Lyzwiarze
moga zatozy¢ tylko tyzwy o rozmiarze z pewnego przedzialu: kazdy tyzwiarz ma
rozmiar stopy r € N, i wtedy moze nosié¢ tyzwy z przedziatu [r,r + d], gdzie
d € N to wspdélna dla wszystkich lyzwiarzy stata tolerancji. Przy tym lyzwiarz


https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/kadKFW3YScAMW8o20u0BctQh/site/?key=statement

zaklada obie lyzwy tej samej wielkosci, bo inaczej bedzie mu niewygodnie. Masz
k par lyzew kazdego rozmiaru. Chcesz napisaé¢ system, ktory obstuguje wyda-
rzenia postaci ,liczba tyzwiarzy z danym r zmienita sie o x € Z” i stwierdza,
czy da sie wydaé lyzwy kazdemu tyzwiarzowi.

Ograniczenia n < 2-10°, m <5-10°, k,z < 10°

Rozwigzanie Od razu widaé, ze mamy do czynienia ze specyficzna modyfi-
kacja dynamicznego problemu stwierdzania, czy w grafie dwudzielnym istnieje
skojarzenie doskonate (kazdy lyzwiarz dostaje pare tyzew). Teraz bedzie troche
z innej beczki, bo skorzystamy z twierdzenia Halla (w koficu limity zdecydowa-
nie nie pozwalaja na ciggle puszczanie algorytmu do skojarzen/przeplywéw, a
graf jest bardzo specyficzny).

W tym wypadku pan Hall méwi, ze gdy spojrzymy na dowolny podzbiér
lyzwiarzy A, to musi by¢ ich co najwyzej tyle, ile tyzew, ktére moze zalozyé
dowolny z nich (oznaczmy te liczbe przez f(A)). Zatem checemy, by zachodzito
F(A) = f(A) — |A| > 0. Zeby ograniczyé liczbe rozwazanych podzbioréw A,
pokudmy sie na pare obserwacji.

e Zauwazmy najpierw, ze A powinno zawiera¢ wszystkich tyzwiarzy o roz-
miarach stopy nalezacych do pewnego zbioru — jezeli nie byloby jakiego$
lyzwiarza, ktory ma taki r jak kto§ w A, to jego dodanie do A jedynie
utrudni spelnienie nieréwnosci (zmniejszy F'(A)).

e Zauwazmy tez, ze A nie powinno mie¢ malych ,dziur” — gdy w A sa
tyzwiarze o rozmiarach stopy r i R < r + d + 1, to dodanie wszystkich
rozmiaréw stopy z [r, R] jedynie pogorszy wynik, bo f(A) nie zmieni sie.

e Natomiast gdy A ma dziure wigksza, to réwniez si¢ okazuje, ze nie warto go
rozpatrywaé. Zalézmy, ze A nie spelnia warunku z twierdzenia (F(A) < 0)
i da sie je podzieli¢ na rozlaczne zbiory A; i As, tak, ze tyzwiarze z As
maja rozmiary stopy wigksze o co najmniej d + 1 od tych z A;. Nie ma
pary lyzew, ktéra moga zalozyé lyzwiarze z obu zbioréw, wiec F(A) =
F(Ay) + F(A2). Jezeli ta warto$é jest ujemna, to w szczegdlnosci jedna z
wartoéci w nawiasach jest ujemna i warunek lamie A; lub As.

7 obserwacji wnioskujemy, ze wystarczy rozpatrywacé jedynie rozmiary stop
ze spéjnych przedzialéw. Reszta rozwiazania sprowadza sie do dynamicznego
problemu poszukiwania spdjnego podciagu o minimalnej sumie, co jest poza
zakresem tego koétka — mozna to osiagnaé drzewem przedzialowym. Wskazowka
dla dociekliwego czytelnika: zastanéw sig, jak rozwiazaé¢ spéjny podciag o mi-
nimalnej sumie za pomoca dziel i zwyciezaj. Co sie zmienia, gdy jeden z lisci
zmienia swoja wartosé?
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5.4 Papier, kamien, nozyce

Na koniec zabawkowe zadanie, ktére zdecydowanie da sie rozwiazaé prosciej, ale
warto pomysleé¢ o rozwiazaniu w ten sposob, bo daje nam to pewna perspektywe.

Tres¢ Wiadomo, ze w czasie pewnej gry w ,Papier, kamien, nozyce” gracz
pierwszy zagral papier, kamien i nozyce odpowiednio pi1, k1,n1 razy, a drugi
D2, k2, n2. Tle minimalnie razy mogl przegraé pierwszy z graczy (strategia graczy
mogta byé dowolna)? Liczba zagranych rund jest rzedu 10°.

Rozwiagzanie Minimalizacja liczby przegranych to maksymalizacja liczby wy-
granych plus remiséw. Wystarczy jedynie pamigtaé, ze remisujemy/wygrywamy,
gdy gracz pierwszy zagra papier kontra papier/kamien, kamien kontra kamien/
nozyce albo nozyce kontra nozyce/papier. Mozna tutaj pozwoli¢ sobie na zbu-
dowanie odpowiedniego grafu i uruchomienie maksymalnych skojarzen w grafie
dwudzielnym, lecz niestety liczba zagranych runda mogta by¢ bardzo duza i nie
zmiescimy sie pamieciowo.

Z pomoca przychodza przeplywy — wezmy klasyczna sie¢ przeplywowsa roz-
wiazujaca maksymalne skojarzenie w grafie dwudzielnym (ta, w ktorej przepu-
stowosci na érodku to co). Zauwazmy, ze nasza sie¢ jest nieciekawa — bardzo
duzo wierzchotkow ma dokladnie takie same zestawy krawedzi. Zastosujemy
pewien trik: aby pozby¢ sie redundancji bedziemy taczy¢ podobne wierzchotki.
Dokladniej: gdy para wierzchotkow ui,us ma dokladnie takie same krawedzie
wchodzace oraz wychodzace, to gdy je zwiniemy w jeden wierzchotek u (przepu-
stowosci sie sumuja), to warto$¢é maksymalnego przepltywu nie zmieni sie. Gdy
zrobimy to dostatecznie duzo razy na naszej sieci, otrzymamy cos takiego:

Maksymalny przeptyw w takiej sieci to maksymalna liczba rund nieprze-
granych przez gracza pierwszego. Komentarz do tego zadania jest taki, ze na
tak malej sieci mozemy probowaé uprosci¢ algorytm, by nie trzeba bylo pisaé
przeplywéw — a takie rozwiazanie przychodzi szybciej, jezeli nie wpadnie sie na
zachlanne. Méwie z do$wiadczenia (niekoniecznie jest to taktyka optymalna, ale
jest lepsza niz brak taktyki).
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5.5 Mysélenie skojarzeniami

Powréémy na chwile do zadan, ktére rozwiazywaliSmy przy przeptywach. Pelne
omowienia sg na kartce Przeplywy.

5.5.1 [AMPPZ 2011]| Iloraz inteligencji — biklika

Rozpatrzmy troche inng odmiane problemu z tego zadania. ChcieliSmy tam zna-
lez¢ podzbidér wierzchotkéow w grafie dwudzielnym, ze wierzcholki z réznych stron
grafu sa wszystkie potaczone krawedziami, przy czym chcieliSmy réwniez wy-
bra¢ zbiér o maksymalnej sumie wag. Tutaj zastanéwmy sie tylko nad zbiorem
maksymalnej wielko$ci. W istocie, biklika sprowadza sie do znalezienia mak-
symalnego zbioru niezaleznego w dopelnieniu grafu (bez dodawania krawedzi
z tej samej strony). Zatem t¢ uproszczong wersje mozna rozwiazaé¢ z pomoca
Twierdzenia Koniga i odpowiedniej konstrukeji.

5.5.2 |[XVII OI, etap III] Mosty — zadanie na... skojarzenia?

W tym zadaniu na koniec mamy sie¢, ktéra uderzajaco przypomina sie¢ prze-
plywowa rozwiazujaca maksymalne skojarzenie. W istocie, pewnie tatwiej to
rozwiazanie rozwiaza¢ myslac wladnie o skojarzeniach, ale umiescitem to zada-
nie na tamtej kartce, bo Mosty sa znane jako zadanie na przeplywy. Opisana
sie¢ jest ,po przejsciu” trikiem ze zwijaniem wierzchotkow, ktéry jest opisa-
ny powyzej. Mozemy ten proces odwréci¢é — wbhrew pozorom liczba powstatych
wierzchotkéw nie bedzie zbyt duza, bo jest ograniczona przez sume stopni, czyli
liczbe krawedzi (ale nie zawsze tak bedzie, i czasem trik bedzie konieczny). Na-
pisanie skojarzen jest znacznie prostsze od przeplywdéw, wiec warto uwazac, czy
nie strzelamy ze zbyt duzych dzial.

Warto zwréci¢ uwage na ten zabieg: przeplywy w zadaniach na skojarzenia
zwykle wystepuja, gdy chcemy duplikowaé wierzchotki o takich samych zesta-
wach krawedzi.
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6

Skojarzenia w innych srodowiskach

Skojarzenia mozemy spotkaé nie tylko w grafach dwudzielnych. Jako ze niewiele
moge powiedzie¢ o bardziej zaawansowanych algorytmach zwiazanych ze skoja-
rzeniami, to przedstawiam zarys ich dzialania oraz ich zastosowan, by zaspokoié
ciekawosé czytelnika.

6.1

W wazonym grafie dwudzielnym

Algorytm nosi nazwe algorytmu wegierskiego (Hungarian), badz algo-
rytmu Kuhna-Munkresa.

Rozwiazuje problem przyporzadkowania, ktory jest wariacja maksymalne-
go skojarzenia w grafie dwudzielnym, ale wybierane krawedzie maja wagi.
Chcemy zmaksymalizowaé¢ sume wag w skojarzeniu danej wielkosci (albo
po prostu maksymalnej mozliwej).

Algorytm wegierski dziala w O(n3). Problem przyporzadkowania (assi-
gnment problem) mozna rozwiazaé MAX-FLow MIN-CosT w O(n?) lub
O(n3logn) (éwiczenie dla czytelnikal), lecz bedzie to zauwazalnie wolniej-
sze od wegierskiego.

Istnieje sformulowanie macierzowe, ktére jest w praktyce wolniejsze, ale
znacznie latwiejsze do zrozumienia i gwarantuje O(n®). Sformulowanie
grafowe jest bardziej wydajne, ale korzysta z modyfikacji klasycznego al-
gorytmu skojarzen, ktéora szukajac $ciezek powiekszajacych generuje tzw.
Hfeasible labeling”. Jest tez trudniejsze do zrozumienia.

Czytaj wiecej: http://timroughgarden.org/w16/1/15.pdf]
https://brilliant.org/wiki/matching-algorithms/

Przyktadowe zastosowanie: majac dane dwie listy punktéw w przestrzeni,
ktore reprezentuja np. polozenia detektoréw w dwdch bliskich momentach
czasu spréobuj tak sparowaé punkty, ze $rednia odleglos¢ miedzy punkta-
mi w parze jest jak najmniejsza. Uzasadnienie jest takie, ze mozemy nie
wiedzieé, ktory detektor jest ktory, a chcemy $ledzi¢ ruch catego obiek-
tu, do ktérego przyczepione sa detektory. Poza tym klasyczny problem
przyporzadkowania méwi o przydzielaniu prac pracownikom tak, zeby ich
sumaryczna cena byla jak najmniejsza.
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6.2
6.2.1

W dowolnym grafie
Znowu sciezki powiekszajgce. Lemat Berge

Algorytm Blossom (kielichowy) Edmondsa pozwala na obliczanie mak-
symalnego skojarzenia w grafie ogélnym.

Korzysta z Lematu Berge’a, ktory mowi, ze w dowolnym grafie skojarzenie
jest maksymalne wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje maksymalna $ciez-
ka powigkszajaca. Mozemy go udowodni¢ rozwazajac réoznice symetryczna
(xor) miedzy pewnym maksymalnym skojarzeniem i obecnym skojarze-
niem, korzystajac z tego, ze tworzy ona pewien graf, w ktérym wszystkie
stopnie sg rowne co najwyzej 2. Takie grafy sa bardzo specyficznej postaci
i wystarczy rozpatrzy¢ pare przypadkow.

Szukanie Sciezek powiekszajacych jest o wiele latwiejsze, gdy w grafie nie
ma cykli nieparzystych (ktére nie istnieja wlasnie w grafach dwudziel-
nych). Wynika to z faktu, ze gdy takie cykle istnieja, to nie da si¢ wprost
okredli¢, czy zastosowanie Sciezki powiekszajacej w przyszlodci nie okaze
sie nieoplacalne.

Algorytm kielichowy rozwiazuje ten problem ,zwijajac” (kontrakcja) cykle
nieparzyste w wierzcholki. Cykl nieparzysty to kielich, a $ciezka do niego
prowadzaca to lodyga. Na koniec kielichy sa rozwijane i wtedy okreslane
jest, jak powinno wyglada¢ na nich skojarzenie.

Czytaj wigcej: https://en.wikipedia.org/wiki/Blossom_algorithm
(stad obrazek), https://brilliant.org/wiki/blossom-algorithm/
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6.3 Niespodziewana algebra liniowa

e Algorytm Muchy-Sankowskiego postuguje sie algebra liniowa, by w
kompletnie inny sposéb rozwiazywaé¢ problem maksymalnego skojarzenia
w grafie ogélnym.

e Konstruuje rozszerzona macierz sasiedztwa M, ktérej elementy sa mod
p, gdzie p jest duzg liczba pierwsza. Poczatkowo wszystkie elementy sa
zerowe. Nastepnie, dla kazdej krawedzi {u,v} losowana jest liczba z, i
ustawiamy A, , = x oraz A, , = —x.

e Rzad skonstruowanej macierzy to dwukrotnos¢ wielkosci maksymalnego
skojarzenia (dziala to w dowolnym grafie). Co za tym idzie, skojarzenie
doskonate istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy jest nie-
zerowy. Obie te wartoéci mozna policzyé¢ w oczekiwanym czasie O(n?).

e Algorytm jest w stanie odtworzy¢ maksymalne skojarzenie.

o Czytaj wiecej: https://www.mimuw.edu.pl/ mucha/pub/mucha_sankowski_
focs04.pdf
7 Zadanka do kminienia
e [KIJ Taxi

o Kartka Marka Sommera: https://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/
2013-2014/kartki/27.05.2014.pdf
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