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1 Oszustwo

Od samego poczatku przyzwyczajani jesteSmy do rozwiagzywania problemdw
deterministycznie — uruchamiajac program wiele razy, oczekuje sie, ze zadzialta
dokladnie tak samo. Jednakze! Tak byé¢ nie musi. Czasami mozna wykorzystaé
potege prawdopodobienstwa na nasza korzy$¢. Zrzucajac brudng robote na kogo
innego (w tym wypadku matematyke) czesto znacznie upraszczamy implemen-
tacje i dochodzimy do zaskakujaco prostych rozwiazan doréwnujacych wzorco-
wym. Mozliwe, ze takie rozwiazanie bedzie lepsze od wzorcowego lub nawet nim
bedzie.

W rozwiazaniach randomizowanych bedziemy korzystaé¢ z zalozen (np. ze
wynik znajdziemy stosunkowo szybko) oraz z pseudolosowosci — bedziemy loso-
waé pewne wyniki czedciowe.

2 Fundamenty

2.1 Losowanie

e Losujac przedmiot z grupy w ktérej 1% przedmiotéw spelnia pewna wila-
snos¢, wylosujemy taki przedmiot z prawdopodobienstwem %.

e Powtarzajac losowanie dopdki nie napotkamy takiego przedmiotu, uda
nam sie to po okolo p probach.

Na przyklad, losujac liczby catkowite do n po O(logn) prébach trafimy na
liczbe pierwsza (bo gestosé liczb pierwszych jest rzedu O(—)).

logn
n logn | Srednia liczba préb
102 3.991 4.605
10* | 8.187 9.210
108 | 12.729 13.815
10% | 17.401 18.420
1019 | 21.893 23.025




2.2 Wzér Stirlinga

Silnie sa nieprzyjemne pod tym wzgledem, ze trudno je do czegos przyréwnac,
ze wzgledu na ich trudna obliczeniowo nature. Na szczescie istnieje wzor, ktory
z calkiem dobra precyzja aproksymuje silnie — wzdr Stirlinga.

n
n! ~ (ﬁ) 2N

e
n ‘ n! ‘ #l'mg — 100%
6 720 1.397%
10 | 3628800 0.836%
42 1051147 0.198%
100 | 1015797 0.083%

3 Paradoks dnia urodzin

Niezwykle przydatnym i zaskakujacym bytem jest paradoks dnia urodzin. Jego
nazwa pochodzi od nastepujacego problemu, w ktérym sie pojawia:

Powiedzmy, ze w pokoju jest k oséb. Ile musi co najmniej wynosi¢ k, aby
prawdopodobienstwo, ze sa dwie osoby o takim samym dniu urodzin (tzn. tego
samego dnia roku), wynosilo co najmniej 50%7?

Rozumowanie przebiega nastepujaco. Bedziemy rozpatrywaé kolejno kazda
osobe i sprawdzaé¢ prawdopodobienstwo, z jakim ma ona inny dzien urodzin niz
wszystkie pozostale, ktére rozpatrzyliSmy przedtem. Mozliwych dni jest n =
365ﬂ Oznaczmy poszukiwane prawdopodobienstwo przez P.

n n—1 n-—2 n—k+1 n! K
_ . . . . = n

P:

non n n (n—k)!

Dalsze wyprowadzenia korzystaja z mniej fajnej matmy, wiec odsylam np.
[tutaj]. Co wazne, prawdopodobienstwo dla dostatecznie malych k mozna za-
okragli¢ jako:

k2
T on
Mozemy z tego wywnioskowaé, ze odpowiedzia na nasze pytanie jest k ~
Vv/n. Sprawdzmy do$wiadczalnie, ile §rednio préb potrzebujemy, by dwa razy
wylosowaé ten sam element ze zbioru n-elementowego:

n N ‘ Srednia liczba préb
42 6.480 8.752
365 19.104 24.643
10° | 316.227 394.687
107 | 3162.277 3931.156

LW tej lepszej, alternatywnej rzeczywistoéci nie ma lat przestepnych.


http://www.solipsys.co.uk/new/TheBirthdayParadox.html

4 Fakciki

e W losowej permutacji dtugosci n liczba unikatowych wartosci w ciagu
maksiméw prefiksowych jest O(logn). Dowéd dla czytelnikaﬂ

e Gdy losujemy n punktéw réwnomiernie z pewnego kota, srednia wielkosé
. . .. 1 .
ich otoczki wypuklej jest O(n3). Natomiast gdy sa one losowane z pewnego
wielokata wypuklego o k wierzchotkach, wielko$é otoczki jest O(k log n)E|

e Graf funkcyjny to taki, ze z kazdego wierzchotka wychodzi dokladnie jedna
skierowana krawedz. Taki graf wyglada mniej wiecej takﬁ

Rozwazmy pewien wierzchotek tego grafu. Zaczynajac od niego i chodzac
po kolejnych krawedziach po okolo O(/n) przejsciach trafimy na wezesniej
odwiedzony juz wierzcholek. Wynika to z paradoksu dnia urodzin — moze-
my traktowaé przejscie krawedzia jako losowanie nastepnego wierzchotka.
Nazwa ,graf funkcyjny” pochodzi od tego, ze mozna go zinterpretowaé
jako funkcje f : Z, — Z, (Z, oznacza tu zbiér {0,1,2,...,n — 1}), gdzie
krawedZ wychodzaca z v € V to f(v).

e Srednia dtugosé najdiuzszej $ciezki w losowym DAG-u jest mala.

%https://codeforces.com/blog/entry/626027#comment-465550
Shttps://arxiv.org/abs/1111.5340
4Wizualizacja stworzona za pomoca https://csacademy.com/app/graph_editor/


https://codeforces.com/blog/entry/62602?#comment-465550
https://arxiv.org/abs/1111.5340
https://csacademy.com/app/graph_editor/

Do ostatniego fakciku mam wykresik, bo nie moglem znalezé Zrédia:
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O$ z to liczba krawedzi, 0§ y to Srednia dlugo$é najdiuzszej $ciezki. Czer-
wona kreska przedstawia testowang wartoéé liczby wierzchotkéw: n = 10%. Na
podstawie wykresu wnioskujemy (pochopnie), ze gdy x = O(n), y = O(malo).

Gdy co$ jest losowe, zawsze przetestuj jego wlasnosci!

Celem nie jest koniecznie zapamigtanie tych wszystkich wlasnosci, a umie-
jetnoé¢ znalezienia ich samodzielnie. Wykres nie jest przypadkowy — dobra wi-
zualizacja danych moze pomoéc w zrozumieniu zaleznosci.

5 Gwarancje

Wazna czescig rozwigzywania zadan na algorytm randomizowany jest analiza
gwarancji. Jezeli mamy dane, ze pewne $ciezki w grafie sa dtugie, poszukiwany
podzbidr jest wielkosci potowy zbioru, et cetera, to warto przyjrzeé sie np. jaka
jest szansa, ze wylosujemy krawedZ na poszukiwanej $ciezce, czy wylosujemy
element(-y) nalezace do poszukiwanego podzbioru.

6 Implementacja

6.1 Losowe liczby

Jezeli wezeéniej losowaliscie liczby, to najpewniej uzywaliscie do tego rand ().
Jest to okropny pomyst — rand ma na niektérych systemach bardzo maty za-



kres, gorsza wydajnosé od alternatyw i krétki okres. Lepszym pomystem jest
wykorzystaé biblioteke <random>, dodang w C++11El Przyklad wykorzystania:

// ziarno dla generatora - liczba

int seed = 42;

// czas (w sekundach)

int seedl = time(0);

// czas (w matych jednostkach)

int seed2 = chrono::high_resolution_clock: :now()
.time_since_epoch().count();

// Tworzymy generator
mt19937 gen(seed); // lub mt19937_64 dla 64-bitowych

cout << gen() << endl; // liczba od 0 do 2732 - 1 (2764 - 1)

// losowa liczba w zakresie [lo, hi], losowana réwnomiernie
// jako parametr szablonu mozna podaé inny typ
long randint(long lo, long hi)
{
// Dystrybucja wykorzystuje generator by wylosowaé liczbe
return uniform_int_distribution<long>{lo, hi}(gen);

}
cout << randint(42, 1337) << endl;

Nazwa generatora pochodzi od wykorzystywanej implementacji — Mersenne
Twister, z okresem 219937 —1. A jesli ktoé nie wierzy, ze rand jest staby, odsylam
do bloga: https://codeforces.com/blog/entry/61587.

6.2 Tasowanie

Shuffle (po rodzimemu tasowanie) to operacja losowej zmiany kolejnosci elemen-
tow ciggu. W C++11 zapewniono nam funkcje ktora przyjmuje pare iteratoréw
oraz generator (taki jak mt19937) — shuffle.

vector<int> a = {1, 2, 3, 4, 5};
shuffle(a.begin(), a.end(), gen);

Tasowanie przydaje sie gdy chcemy wybraé np. k losowych elementéw ze
zbioru bez powtdérzen (tasujemy i bierzemy pierwsze k indekséw) albo pozbyé
sie nielosowosci danych (zeby nasz algorytm nie napotkal przypadkéw pesymi-
stycznych — najprostszy quicksort dzieki tasowaniu ma wlasciwie gwarantowane
O(nlogn)).

5Zatem do opcji kompilacji trzeba dodaé std=c++11.


https://codeforces.com/blog/entry/61587

7 Zadanka
7.1 |[Final XXVI OI| Dtlugie podroéze

Tres¢ Mamy dany graf nieskierowany o n wierzchotkach i m krawedziach, oraz
q zapytan o dhugo$¢ najkrotszej $ciezki miedzy danymi wierzchotkami u; i v;.
Zagwarantowano nam, ze wynik jest rtéwny co najmniej .

Rozwiazanie Przyjrzyjmy sie jednemu z zapytan. Jak rozwiazaé je w po-
rzadnym czasie? Najprosciej bytoby policzy¢é BFSa z wierzchotka w; 1 sprawdzié
odlegtosé¢ do v;. Jednak jest to beznadziejny pomyst — jest to wybor okropnie
specyficzny, a wredni autorzy testéw z pewnoscia spowoduja, ze nic wiecej nie
zrobimy z tymi informacjami. Zamiast tego wylosujmy sobie wierzcholek s, z
ktorego puscimy BFSa.

Niech odlegltosé wierzchotka w od s wynosi ds(w), a dlugosé najkrotszej
Sciezki miedzy u i v wynosi d(u,v). Sprébujmy teraz wykorzysta¢ dane nam
informacje. Najsensowniej jest sprawdzié, czy ds(u;) + ds(v;) nie jest przypad-
kiem poprawnym wynikiem. Z jakim prawdopodobienstwem si¢ to wydarzy?
Zauwazmy, ze

ds(u;) +ds(vi) = d(ui, v;)

jest robwnowazne zalozeniu, ze s lezy na pewnej najkrotszej Sciezce miedzy w; i
v;. Poniewaz takich wierzcholtkéw jest co najmniej {5, to s nalezy do tych wierz-
chotkéw z prawdopodobienstwem %. Zatem losujac s (wierzchotek posredni) T'
razy mamy prawdopodobienstwo na poprawnos$¢ wyniku 1 — (%)T

Losujac wierzcholek s puszczamy z niego BFS w O(n + m), i za jego pomo-
ca sprawdzamy, czy nie znalezliSmy lepszego wyniku dla kazdego z ¢ zapytan.
Robiac to T' = 200 razy mamy prawdopodobienstwo poprawnoéci kazdego z wy-
nikéw rzedu 10710, co jest jak najbardziej wystarczajace i miesci sie w limitach
zadania. Sumaryczna ztozonosé to O(T'(n +m + q)).

7.2 |[Sesja préobna Finalu PA 2018] Wiezowce

Z zadaniem pierwszy raz spotkatem sie w Blogewooshu #6: https://codeforces.
com/blog/entry/62602.

Tre$¢ Zadanie interaktywne. Wyrocznia zna wysokoéci h; kazdego z n wie-
zowcow ponumerowanych od 1 do n, ktére wyrazone sa liczbami naturalnymi
(zachodzi 1 < h; < H). Mozemy zadawaé jej pytania postaci ,czy h; > 27,
gdzie r mozemy wybraé¢ w kazdym zapytaniu. Naszym zadaniem jest znalezé
maksymalng wysokosé¢ wiezowca.

Rozwigzanie Skorzystamy z faktu o maksimach prefiksowych losowego ciagu:
przetasujmy ciag indekséw 1,2, ..., n. Teraz nasz ciag mozemy potraktowaé jako
losowy. W tej losowej kolejnoséci bedziemy odwiedzaé kolejne wiezowce, utrzy-
mujac dotychczasowa maksymalna wysokosé r. Jezeli h; > r + 1, to znaczy, ze


https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/QHh99tBu4p9FMsFohv4da7S7/site/?key=statement
https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/h5hQA4U5ojrMGr2J6U2TmU0V/site/?key=statement
https://codeforces.com/blog/entry/62602
https://codeforces.com/blog/entry/62602

ten wiezowiec jest wyzszy od wszystkich dotychczas napotkanych. Wiadomo, ze
wydarzy sie tak O(logn) razy. Za kazdym razem mozemy wyszukaé binarnie,
jaka jest faktyczna wysoko$é nowego najwyzszego wiezowca w O(log H). Zatem
mamy rozwiazanie w O(n + lognlog H).

7.3 [NEERC15] J — Jump

Zapozyczone od Marka Sommera

Tre$é Wyrocznia zna ciag binarny diugosci n (2|n). Mozemy zadawaé jej py-

tania o wtasnorecznie stworzone ciaggi binarne, otrzymujac jedna z trzech odpo-
wiedzi:

e n, jezeli ciggi sa takie same
o 3, jezeli ciagi zgadzaja si¢ na polowie pozycji
e 0, w przeciwnym przypadku

Celem jest znalezienie ukrytego ciagu.

Rozwiagzanie Nie wiadomo co zrobié, wigc losujemy ciagi i zastanawiamy sie
z jakim prawdopodobienstwem dostaniemy kazda z odpowiedzi. Oczywistym

jest, ze rozwiazanie znajdziemy z 27", 0 nas nie interesuje, ciekawiej jest z Z

5
Wykorzystajmy wzor Stirlinga by zaokragli¢ (1) = (27::‘):
2
2m\  (2m)!  (2m)*"V4wm 2"
m)  m2  m2m2mm /n%
Zatem z prawdopodobienstwem \/% dostaniemy odpowiedZ 5. Dobrze, to

poswieémy O(/n) zapytan na znalezienie naszego pomocnego ciaggu S, ktéry ma
poszukiwang odpowiedz. Zauwazmy teraz, ze jezeli zbudujemy S’ w ktdorej znaki
na pozycjach ¢ oraz j sa odwrécone, i otrzymamy odpowiedz 0, to znaczy, ze oba
znaki na pozycjach ¢ oraz j albo si¢ zgadzaja, albo si¢ nie zgadzaja — zawsze oba
réwnoczesnie zachowaja sie tak samo. Nazwijmy takie pozycje wspolstanowymi.

Powtorzmy to dla wigkszej liczby par — np. dla wszystkich par 0 oraz 1.
Oznaczmy zbiér indekséw wspoédlstanowych z 0 jako X. Wiadomo, ze w rozwia-
zaniu wszystkie pozycje X sie nie zgadzaja (poréwnujac do S), a pozostale sig
zgadzaja, albo na odwrot. Wystarczy zatem sprawdzié¢ 2 mozliwosci - ciag Z7,
powstaly przez odwrocenie ciagu S na pozycjach X, oraz Zs, ktéry jest odwroco-
nym ciggiem Z; (odwrdconym, to znaczy o przeciwnych znakach). Sumarycznie
zadamy okoto /7% +n + 2 zapytania.


https://codeforces.com/gym/100851/attachments

7.4 Zadanka do pokminienia

e [PA 2018, Runda 2A] Heros
e Zapozyczone od Stasia Strzeleckiego:

— |[Codeforces #507B Div 1.] Subway Pursuit
— |[Codeforces #192C Div 1.] Graph Reconstruction
— [Codeforces #213D Div 1.] GHD
e Zapozyczone od Marka Sommera (http://mareksom.w.staszic.waw.pl/
kolko/2018/kartki/03.10.2018-teoria.pdf):
— |[PA 2013, Runda 6B] Filary
— [Kartka] Diamenty

— [Kartka] Sciezka o najwiekszej sumie

[Mikotaj Bulge & Ja] Kwadratowy Generator Kongruencyjny (Losujemy
liczby generatorem z’ = (22 + a) mod n. Parametry a i n. Ile unikatowych
wartosci otrzymamy dla ziarna x¢? n jest rzedu 10%)


https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/DlapT4g_Mv8z_pV5EZV4nhfP/site/?key=statement
https://codeforces.com/contest/1039/problem/B
https://codeforces.com/problemset/problem/329/C
https://codeforces.com/problemset/problem/364/D
http://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/2018/kartki/03.10.2018-teoria.pdf
http://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/2018/kartki/03.10.2018-teoria.pdf
https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/EatNJj4oyss-xkLw0yMmGghb/site/?key=statement
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