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losowego.
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1 Hashmapy

Bardzo czesto uzywanymi w informatyce strukturami sg wszelkiego rodzaju ha-
shmapy. Sa najczesciej stosowane jako struktury dzialajace jako zbiory lub stow-
niki (struktury przypisujace do jednego typu wartosci — ,kluczy” — drugi typ
— ,warto$ci”). W C++ sa dostepne pod nazwami std::unordered_set oraz
std: :unordered_map.

1.1 Idea
Hashmapy dzialaja na bardzo prostej zasadzie: opiszmy funkcje hashujaca

H:K—7Z,

Gdzie K to zbiér mozliwych kluczy, a Z,, oznacza zbiér {0,1,2,...,n — 1}.

Nastepnie stwérzmy sobie wiaderka (buckets albo slots), bedace komérkami
tablicy wielkosci n. Klucz k trafi do H(k)-tego z nich. Przy odrobinie szczescia,
wartosci H nie beda sie powtarzaé i bedziemy w spokoju operowa¢ na hashmapie.
Podsumujmy krétko mozliwe operacje (optymistycznie w O(1)):

e insert (k) oraz erase (k) przeprowadzamy odpowiednio modyfikujac wia-
derko H(k).

e find(k) wykonujemy sprawdzajac, czy wiaderko H(k) zawiera poszuki-
wany element.

e Iteracje po wszystkich elementach mozemy wykonaé przechodzac po wszyst-
kich wiaderkach, w czasie O(n). Warto zauwazyé, ze kolejnosé iteracji jest
nieznana.



hash

keys function buckets
00
- 01 | 521-8976
John Smith
02 | 521-1234
03
Lisa Smith .
13
Sandra Dee
\> 14 | 521-9655
15

Na obrazku powyzej przedstawione jest przypisywanie kluczy do odpowied-
nich wiaderel]

W tym prostym pomyséle jest jeden gléwny problem: co jezeli natrafimy na
pare kluczy (k1, k2), dla ktérych H (k1) = H(k2)? Taka sytuacje nazywamy ko-
lizja hashy i jest ona w oczywisty sposéb niepozadana. Zatem chcemy, by H
dawalo mozliwie losowe wartosci, zmniejszajac w ten sposéb prawdopodobien-
stwo przypadkowej kolizji.

Oczywiscie, algorytm hashujacy obliczajacy H musi dziataé¢ deterministycz-
nie, by wielokrotne hashowanie tych samych kluczy dawalo ten sam indeks wia-
derka. Poza tym, najlepiej, zeby trudno bylo skonstruowaé¢ przypadki pesymi-
styczne algorytmu (duzy zbiér kluezy kolidujacych ze soba), oraz zeby dziatal on
jak najszybciej, bo bedziemy czesto przeliczaé¢ wartosci H. Dlatego czesto wy-
korzystuje sie arytmetyke modularna (ktéra, odpowiednio wykorzystana, moze
dawaé latwe do obliczenia pseudolosowe wartosci) oraz operacje bitowe (ktére
sa szybkie i ogblnodostepne).

Nietrudno zauwazy¢, ze kolizji wladciwie nie da sie uniknaé: jezeli n < |K|
musza istnieé¢ kolizje (a jezeli wybralibySmy n > |K| to niepotrzebnie wprowa-
dzamy hashe). Musimy zatem rozpatrzy¢ sposoby ich rozwiazywania.

1.2 Rozwigzywanie kolizji

A zatem do tego doszlo. ChcieliSmy wstawi¢ do hashmapy klucz k, lecz w wia-
derku H (k) napotkaliémy element . Rozpatrzmy dwa sposoby rozwiazania tego
kryzysu.

1.2.1 Adresowanie otwarte — Open addressing

W tym sposobie udajemy, ze w sumie to nic zlego sie nie stalo, i mozemy po
prostu tymczasowo lekko zmodyfikowaé nasza funkcje hashujaca. Na przyklad
mozemy spojrzeé, czy przypadkiem nastepne wiaderko (o indeksie H (k) +1) nie
jest puste, i tam wstawié¢ element. Korzystajac z tego sposobu implementacja
moze by¢ bardziej skomplikowana, ale zwykle osiggniemy lepszg wydajnosé.

LObrazek pochodzi z Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
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1.2.2 FLancuchy — Collision chaining

W tym sposobie w kazdym wiaderku skonstruujemy liste, do ktérej bedziemy
dodawa¢ kolejne elementy, ktore trafity do tego wiaderkaﬂ Aby zaoszczedzié na
pamieci, moze by¢ to najprostsza lista kierunkowa. Tak wiec w tym wypadku w
H(k) znajdziemy liste | — @, do ktérej dodamy k, otrzymujac | — k — (.

keys buckets entries
gg‘; %/v{x| LisaSmith | 521-8976 |
John Smith —
002 | x]
P s /0| Johnsmith | 521-1234 |
Lisa Smith —
151 [
=
Sam Doe -— |X| Sandra Dee I 521-9655 |
153 | @
154 | x
Sandra Dee —
: _\*{X| Ted Baker | 418-4165 |
253 | x
Ted Baker oE i
s T\HX| SamDoe | 521-5030 |

1.3 Podsumowanie

Jako funkcji hashujacych czesto uzywa sie takich wyrazen jak wielomiany ni-
skiego stopnia modulo liczba pierwsza n, ktora przy okazji jest liczba wiaderek.
Wykorzystuje sie takze liczne chaotyczne operacje bitowe.

Problemem w implementacji jest skuteczna adaptacja liczby wiaderek do
obecnego stanu struktury. Podobnie jak w dynamicznych tablicach, w pewnym
momencie nalezy dokonaé realokacji (rehashowania), w ktérym przepisujemy
wszystkie elementy do wigkszej liczby wiaderek. W tym celu wyznacza si¢ uta-
mek bedacy maksymalnym stopniem zapelnienia wiaderek. W praktyce zapisuje
sie liste liczb pierwszych, ktére sa mozliwymi liczbami wiaderek.

Czesto spotykanym problemem jest tez to, ze klucze bedace liczbami cal-
kowitymi sg przed hashowaniem niemadrze modulowane przez 232. Tak tez w
standardowej implementacji hashmap w STLu z libstdc++ mozna stworzy¢
przypadek pesymistyczny O(n) na kazda operacje wrzucajac do struktury wie-
lokrotnosci 232 — bo wtedy wszystkie liczby trafia do tego samego WiaderkaEI

Podsumowujac, hashmapy sa przydatna struktura, bo napisane w odpowied-
ni sposéb sa o wiele prostsze od BST (ktére zwykle stuza do implementowania
zbioréw i stownikéw) i bywaja szybsze. Najczesciej hashmapa bedzie juz za-
implementowana w jezyku, z ktorego korzystamy — warto jednak kojarzy¢, jak
dziataja. O tworzeniu hashy mozna przeczytaé¢ tutaj: http://ticki.github.
io/blog/designing-a-good-non-cryptographic-hash-function/

20brazek ponizej réwniez pochodzi z Wikimedia Commons: https://commons .wikimedia.

3Dotyczy to 64-bitowych liczb na 32-bitowe]j architekturze. Badzcie taskawi wobec oséb,
ktére zhakujecie w ten sposéb.
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2 Kopiec randomizowany

Kopce to grupa struktur drzewiastych przechowujacych zbiér wartosci, ktore
spelniaja wlasnoé¢ kopca: dla kazdego wierzchotka p i jego dziecka ¢, zachodzi
vp > v, (gdzie v to wartos¢ przypisana do wierzcholka). Najczesciej implemen-
tuje sie kopce binarne (w ktérych przechowywane jest drzewo binarne), ktére sa
najprostsze i dzigki temu czesto najszybsze. Jednak istnieje wiele innych kopcéw,
rozniacych sie ztozonoscia i mozliwymi operacjami.

My bedziemy rozwazaé kopiec randomizowanyﬁ ktéry swoja budowa przy-
pomina kopiec binarny, lecz zasada jego modyfikacji opiera sie na losowosci. Nie
jest on wiele wolniejszy od zwyklego kopca, a pozwala na laczenie dwéch kop-
cow w O(logn), co moze okazaé sie przydatna operacja, ktéra nie jest mozliwa
z kopcami binarnymi.

2.1 Lacz i zwyciezaj

Kopiec randomizowany inspirowany jest kopcem binarnym — wierzchotki beda
uktadaé sie w drzewo binarne. Kazdy wierzchotek ma lewe oraz prawe dziecko.
Bedziemy tez chcieli wykonywacé te same gléwne operacje, co kopiec binarny:

e top() — zwrdé najwigkszy element (znajdujacy sie w korzeniu).
e pop() — usufi najwiekszy element (wierzcholek bedacy korzeniem).
e push(x) — dodaj x do kopca.

Operacje top () to kwestia sprawdzenia wartosci w korzeniu, wiec nie musimy
jej dodatkowo rozwazaé. Skupmy sie na pop i push. Zauwazmy, ze znajac sposob
taczenia kopcéw merge (A, B) mogliby$my wykonywaé operacje w nastepujacy
sposdb:

e pop(): merge(root->left, root->right)
e push(x): merge(root, {x}) ({x} to wierzcholek o wartosci z).

Wystarczy sie teraz zastanowié, jak efektywnie taczy¢é dwa kopce binarne.
Chcemy przy tym, by powstaly kopiec byl jak najbardziej zbalansowany, czyli
zeby jego wysoko$¢ byla jak najmniejsza.

4Na podstawie: https://cp-algorithms.com/data_structures/randomized_heap.html


https://cp-algorithms.com/data_structures/randomized_heap.html

Laczymy dwa kopce A i B chcac stworzyé C. Nietrudno zauwazy¢, ze korze-
niem C' musi by¢ korzen A lub B — ten o wiekszej wartosci. Odlaczmy zatem
bardziej warto$ciowy z korzeni (bez straty ogélnosci zaldézmy, ze byl to korzen
A) i oznaczmy go 7.

W ten sposéb powstaly nam trzy drzewa: Ajes, Avight oraz B. Zaldézmy, ze
dotychczas kopiec byl rozsadnie zbalansowany i wysoko$é poddrzew z A jest
podobna (w optymalnym kopcu wysoko$é obu z nich jest logarytmiczna od ich
wielkosci), ale niekoniecznie musza one byé podobne do wysokosci B.

Musimy jako$ ztaczy¢ jedna pare tych drzew w jedno, a nastepnie przypisacé
pozostate dwa jako dzieci r. Tak tez moglibysmy zlaczy¢ Ajef; i Arignt, ale wtedy
B moze mie¢ kompletnie inna wysokos¢ psujac zbalansowanie drzewa. Polaczmy
zatem B z Ajery lub Asigns. Poniewaz decyzja, z ktérym drzewem potaczyé B,
jest bardzo trudna, wylosujmy to poddrzewo. Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze
wylosowalisémy Ajes. Pozostaje teraz rekurencyjnie zlaczyé Ajers 1 B 1 przypisaé
je jako dziecko r. Drugim dzieckiem 7 jest A igne.

W praktyce wystarczy napisaé¢ funkcje losujaca bit (liczbe 0 lub 1), a imple-
mentacja bedzie bardzo prosta:

node* merge(node* first, node* second)

{
if (not first or not second)
return first 7 first : second;
// “first® to nowy korzen
if (first->value < second->value)
swap (first, second);
if (next_bit())
swap(first->left, first->right);
// “right’ zostawiamy, ‘left’ Zgczymy
first->left = merge(first->left, second);
return first;
}



2.2 Praktyka

Cho¢ pomyst kopca randomizowanego jest bardzo ciekawy, trudno znalezé za-
danie, w ktorym jest on wymagany. Mozemy jednak rekreacyjnie poszukaé je-
go dodatkowych mozliwosci: zauwazmy na przyklad, ze mozemy tatwo dodaé
prosta opdzniong propagacje pozwalajaca na dodawanie pewnej wartosci A do
wszystkich wartosci w danym kopcu, co bedzie respektowane przy merge.

3 Skiplista

Skiplista to struktura bazujaca na listach kierunkowych. Przechowuje uporzad-
kowany ciag elementéw. Tak na prawde jest to po prostu lista ze sprytnie do-
branymi skokami (skip), przypominajacymi jump pointery, ktére pozwalaja na
przeskoczenie wielu nastepnych elementow.

3.1 Skoki

Zacznijmy od proby rozszerzenia zwyklych list kierunkowych do praktycznej
struktury pozwalajacych na szybkie dodawanie, usuwanie oraz znajdowanie ele-
mentu w strukturze (podobne operacje, co hashmapa). Chcemy, by lista utrzy-
mywala elementy w kolejnosci posortowanejﬂ

7 » 11 | 15 | 22 | 25 | 30 | 42 || s3

Wykonywanie operacji zalezy od ztozonosci operacji znalezienia ostatniego
elementu mniejszego od danego z. (bo potrzebna jest nam by znalezé miejsce
na dodawany element lub pozycje, gdzie znajduje sie ten usuwany). W zwyklej
uporzadkowanej licie kierunkowej, z ktéra teraz mamy do czynienia, ta operacja
ma ztozonosé¢ O(n) (gdzie n to liczba elementéw).

Pojawia sie prosty pomyst inspirowany jump pointerami: dla kazdego wierz-
chotka przechowujmy dodatkowy wskaznik pozwalajacy na przeskoczenie k ele-
mentéw.

Chcac teraz wstawié¢ lub usunaé element, musimy zaktualizowaé O(k) sko-
kéw, ktore go pomijaja. Cheac znalezé ostatni mniejszy element, mniejszy co

5Wigkszoéé obrazkéw (niektére sa zmodyfikowane) pochodzi z artykutu z http://ticki.
github.iol Link jest na koncu sekcji.
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najwyzej O(k) razy skoczymy o jeden, a skoki wykorzystamy O(%) razy. Inspi-
rujac sie pierwiastkami mozna zauwazy¢, ze optymalnie jest dobraé k = /n,
co da nam taka sama zlozonos$¢ na operacje. Pozostaje kwestia tego, ze musi-
my te wskazniki odpowiednio odbudowywaé¢, gdy optymalne k zmienia sie, co
utrudnia sprawtfl Budowanie klasycznych jump pointeréw kompletnie odpada,
bo trzeba wtedy aktualizowaé¢ zbyt duzo wartosci. Nalezy z tego wyciagnaé ta-
ki wniosek, ze utrzymywanie skokéw konkretnej wielkosci jest nieoptacalne, i
musimy pozwoli¢ na pewne fluktuacje.

3.2 Wyzszy poziom

Mozna wykorzystaé inna ideg, niz zwykte wskazniki o konkretna liczbe elemen-
téw. W tym celu nalezy pomysle¢ dwuwymiarowo. Nadajmy kazdemu wierz-
chotkowi w liscie poziom (level), domyslnie réwny zero, i powiedzmy, ze kazdy
wierzcholek ma wskaZnik do poziomu nizej oraz do nastepnego wierzchotka o
tym samym (lub wiekszym) poziomie — w tym ukladzie wierzcholki poziomu ze-
ro to zwykla jednowymiarowa lista kierunkowa nie$wiadoma istnienia wyzszych
poziomoéw. Warto zauwazy¢, ze w tym ukladzie jeden element moze by¢ w wielu
wierzchotkach.

7 »| 25 »| 53
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Mogliby$my teraz zrobi¢ cos$ sprytnego, myslac o takiej poziomowanej liscie
jako statycznej, tworzac perfekcyjna strukture, w ktorej do kazdego elementu
mozna si¢ dostaé¢ w O(logn) krokéw. Jednak wymyslenie takiego uktadu jest
trudne, i do tego nieoplacalne (bo robimy dynamiczna strukture — mogliby$my
przypadkiem popsué uktad usuwajac kluczowe elementy o wysokich poziomach).

Zamiast tego przydzielajmy poziomy losowo. Gdy dodajemy element, jedno-
cze$nie przydzielamy mu pewien poziom [. Zastanéwmy sie, jaka powinno by¢
szansa na otrzymanie kazdego poziomu. Chcieliby$Smy, by elementy na najwyz-
szym poziomie pozwalaly nam skaka¢ mniej wiecej o potowe ciagu. Na drugim:
o ¢wieré, na trzecim: o jedna ésma, et cetera. Dzigki temu, tatwo mozemy do-
skoczy¢ do poszukiwanego elementu w O(logn). Dochodzimy do wniosku, ze
chcieliby$my, by na poziomie [ + 1 bylo o polowe mniej wierzcholtkéw niz na .
Stad pomyst, by prawdopodobienistwem p(l) na przydzielenie poziomu [ byto:

p(l) _ (;)H-l

6Mozna to jednak zrobié tak, by osiaggnaé amortyzowane O(y/n) na wszystkie operacje.
Czy umiesz to zrobié¢, czytelniku?




Dzieki temu, ze uktad pozioméw jest teraz losowy, wlasciwie niemozliwe jest
jego przypadkowe popsucie. Warto zauwazy¢, ze ten rozklad mozna symulowaé
przez zliczanie rzutéw monety dopdki nie wyrzucimy pierwszego orla.

3.3 Podsumowanie

Taka strukture mozemy w prosty sposob rozszerzy¢, by implementowala ope-
racje order statistics oraz pozwalala na liczenie prostych operacji na prefiksie.
Na przyktadzie order statistics: chcemy umieé¢ znajdowaé k-ty co do wielkosci
element oraz liczyé, ktéry z kolei jest dany element w strukturze (ile jest ele-
mentéw mniejszych). W tym celu dla kazdego skipa bedziemy przechowywad, ile
elementéw przeskakujemy. Przy dodawaniu i usuwaniu elementéw zmieniaja sig
tylko sasiednie skipy, wiec modyfikacja metadanych przebiega w czasie stalym.
Samo szukanie k-tego elementu to kwestia sprytnego wyszukiwania binarnego, a
liczenie elementéw mniejszych od danego jest analogiczne do operacji znalezienia
konkretnego elementu, przy czym musimy zliczaé, ile elementéw skipowalismy.
Na rysunku ponizej przedstawione jest takie rozszerzenie i Sciezka poszukiwan
6-tego (od 0) elementu.
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Wiecej o implementacji, zastosowaniach, plusach i minusach struktury moz-
na przeczytaé w artykule oraz na Wikipedii. Zwykle skiplisty poréwnywane sa
do BST, bo implementuja podobne operacje. Niestety, skiplisty sa troche mniej
elastyczne. Jednak ich implementacja jest o wiele prostsza od zaawansowanych
BST.

Wikipedia:

https://en.wikipedia.org/wiki/Skip_list
Artykut o implementacyi:

http://ticki.github.io/blog/skip-lists-done-right/

Praca o dodatkowych operacjach:
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.17.524%
rep=repl&type=pdf

4 Moc 1 sekretarka

Warto jeszcze krotko nadmienié o problemach, ktérych rozwiazanie jest bardzo
proste, a ich gléwna czescig jest pewna matematyczna wlasnosé.


https://en.wikipedia.org/wiki/Skip_list
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Zaokraglanie wielko$ci zbioru W pierwszym problemie mamy dany zbiér
0 nieznanej wielko$ci n. Znamy sposob wybrania losowego z niego elementu.
Naszym celem jest podanie zaokraglenia na jego wielkosé wykonujac mozliwie
malg liczbe sprawdzen.

Wystarczy sobie przypomnieé¢ paradoks dnia urodzin. Pierwszy raz wylosu-
jemy ten sam element drugi raz po okoto

(Jest to dokladniejsze zaokraglenie, niz to pokazane na pierwszej kartce).
Zatem otrzymujemy prosty algorytm: losujemy elementy, zapisujac je w jakimg$
zbiorze, i gdy napotkamy wczesniej znaleziony element zwracamy wynik:

2k?
n~N —
T
Jezeli chcemy otrzymadé dokladniejsza aproksymacje, mozemy powtoérzy¢ al-

gorytm wielokrotnie.

Problem sekretarki Mamy n kandydatéw (i kandydatek) na posade sekreta-
rza (lub sekretarki). Kazdy z nich przychodzi kolejno na rozmowe kwalifikacyjna
i ma kwalifikacje, ktére mozemy wyrazié pewng liczba calkowita (wszystkie te
liczby sa parami rézne). Nie znamy kwalifikacji kandydata, zanim nie przejdzie
on rozmowy kwalifikacyjnej. Chcemy wybra¢ najlepszego z kandydatéow pod
wzgledem kwalifikacji, lecz kandydata mozemy wybraé tylko przed nastepna roz-
mowa i nigdy wiecej. Sukcesem jest sytuacja w ktérej wybraliémy najlepszego
kandydata (i zadna inna). Podaj algorytm maksymalizujacy szanse powodzenia.

Sprobujmy wykorzystaé prosty pomyst: wezmy pierwsze ? kandydatow, wy-
znaczmy wsrdéd nich maksymalne kwalifikacje (punkt odniesienia), a nastepnie
sposréd pozostalych wybierzmy pierwszego wykwalifikowanego bardziej niz do-
tychczasowe maksimum. Pozostaje wyznaczy¢é wspélczynnik f i znalezé taki,
dla ktorego szanse powodzenia sa najwieksze.

Sprobujmy znalezé go metoda préb i bledéw dla n = 100.

f Szansa powodzenia
2 34.87%

1.5 27.05%
3 36.89%

2.5 36.99%

2.75 37.12%

2.71 37.13%

Mozna sie domy$le¢, ze najlepsza stala jest f = e. Staje sie to jasne, gdy
spojrzy sie na wykresik. Mozna sie wtedy latwo przekonaé, ze sama funkcja to

_log f

p(f) 7
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Rysunek 1: Na czerwono: prawdopodobienstwo powodzenia wzgledem f, n =
100 po 5000 préb. Na niebiesko: funkcja p(f) = %.

5 Algorytm Freivaldsa

AB < C — 0(n®)
AB=C = ABw =Cié (w; €{0,1})
ABii = A(BW) = Ci — O(n?)

p=§

Algorytm Freivaldsa to algorytm weryfikacji poprawnosci mnozenia macie-
rzy. Losuje on wektor o skladajacy sie z 01 1 i wykorzystuje to, ze mnozenie
macierzy jest taczne, redukujac zlozonoéé z O(n?) do O(n?). Réwnoéé iloczy-
néw z W niekoniecznie implikuje, ze iloczyn macierzy tez jest réwny (implikacja
w jednag strone). Jezeli otrzymamy odpowiedZ, ze ABW # Cuw, to na pewno
wiemy, ze tak jest. Jednak jezeli dostaniemy odpowiedZ twierdzaca, to jest ona
poprawna z prawdopodobienstwem % Mozemy wykona¢ algorytm wielokrotnie,
aby zwiekszy¢ to prawdopodobienstwo.
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