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1 Wstep

Chcemy wymysli¢ strukture, ktéora dla statycznego ciagu umie szybko odpowia-
da¢ na zapytania o warto$¢ pewnej operacji tacznej (niekoniecznie odwracalnej)
na przedziale ciggu.

2 Idea

WeZmy ciag a i operacje laczna o. Przyjmijmy o = 4 (operacja to dodawanie),
zeby uproéci¢ rozwazania.

Nasza struktura bedzie miata strukture drzewa binarnego. Gléwna idea jest
nastepujaca: wezmy korzen drzewa. Zapiszmy w nim informacje pozwalajace na
szybkie odpowiadanie na zapytania przechodzace przez srodek ciagu a. Jezeli
odpowiadamy na zapytanie, ktére przechodzi przez $rodek ciggu, mozemy po-
liczy¢é wynik i go zwrécié. Natomiast jezeli zapytanie w catosci zawiera sie¢ w
lewej polowie ciagu, to odpowiemy na nie schodzac do lewego poddrzewa, ktore
jest zbudowane w ten sam sposéb na lewej polowie. W przeciwnym wypadku
skorzystamy z prawego poddrzewa, zbudowanego na prawej polowie ciggu.

ai,az,as, a4 ‘ as, ag, a7, as

Zapytanie przecinajace
$rodek

3 Zapytania

Pozostaje sie zastanowié, jak skonstruowaé¢ ministrukture odpowiadajaca na za-
pytania, ktére przechodza przez Srodek ciagu.

Skorzystajmy z prostej obserwacji: kazde zapytanie przecinajace srodek skta-
da si¢ z sufiksu lewej polowy (lewosufiks) oraz prefiksu prawej polowy (prawo-
prefiks). Mozliwych lewosufikséw i prawoprefikséw jest O(n), wiec mozemy pre-
procesowacé dla nich wyniki. Nastepnie mozemy skorzystaé z tacznosci o i ztaczy¢



wyniki lewosufiksu i prawoprefiksu. Oznaczmy powstala tablice policzonych wy-
nikéw r (sa to sklejone wyniki lewosufikséw i prawoprefikséw). Sprawdzmy ten
pomyst na przykladzie. Wartosci uzywane w zapytaniu [3,7] sa pogrubione.

[a[3[2[1[38][2]1[4]1]
[r]9]6[4[3][2]3[7]8]
Ministruktura konstruowana jest liniowo i odpowiada na zapytanie w O(1).
Spoéjrzmy, jak teraz wyglada nasze drzewo. Nazwa ,drzewo redukcyjne” po-

chodzi od tego, ze albo wierzchotek umie odpowiedzieé¢ na zapytanie, albo redu-
kuje problem do odpowiadania na zapytanie na ktérejs polowie ciagu.

312111321 ]4]1
916431237

31 2 193 2101 411
31 2 113 2101 411

Ma ono wysoko$é O(logn), bo na kazdym poziomie dzielimy ciag na potowy.
Co wigcej, konstrukcja zajmuje O(nlogn), bo ministruktura budowana jest w
O(n), a kazdy element ciagu wystepuje na kazdym poziomie raz.

Mamy jeszcze jeden problem: mimo tego, ze istnieje dokladnie jeden wierz-
cholek, ktéry umie odpowiedzie¢ na zapytanie (zrobi to w czasie stalym), znale-
zienie go zajeloby nam O(logn) (mozemy to robié idac od korzenia i schodzac do
poddrzew, w ktérych zawiera sie zapytanie). Gdyby$my znalezli ten wierzcholek
szybciej, moglibySmy odpowiadaé¢ na zapytania w O(1).

4 Ptlaszczaki

Najpierw musimy uproscié¢ strukture drzewa, splaszczajac tablice r do O(logn)
tablic R; (niech ¢ bedzie wysoko$cia poziomu). Aby byla ona bardziej regular-
na, ustalmy, ze n jest potega dwdjki. Trzymajac sie naszego przykladu a =
(3,2,1,3,2,1,4,1), chcemy otrzymaé takie R (wyniki lewosufikséw sa jasnosza-
re, a prawoprefikséw ciemnoszare):

La[3[2]1[3]2[1]4]1]
R, |9]6]4]3]2[3]7]8
R, (5|21 ]4|3|1]4]5
Ro |3]2]1|8]2[1]4]1

Aby zapis byl bardziej czytelny, i-ta warto$é na wysokosci h to Ry (i). Oznacz-
my przedzial pewnego zapytania jako [a, b].



Zauwazmy, ze gdybyémy znali wysoko$é¢ H, z ktorej chcemy przeczytaé odpo-
wiedZ na zapytanie, to wystarczyloby zwrécié Ry (a)o Ry (b). Naszym gléwnym
problemem jest znalezienie H.

Zacznijmy rozwazania od obserwacji, ze szukamy poziomu, na ktérym a lezy
w lewosufiksach, a b w prawoprefiksach. Co wiecej, sa to lewosufiksy i prawo-
prefiksy, ktére wezesniej znajdowaly sie w r tego samego wierzchotka.

Prowadzi nas to do zastanowienia si¢ nad postacia indekséw, na ktorych
zaczyna si¢ nowy blok (lewosufikséw lub prawoprefikséw). Przyjrzyjmy si¢ in-
deksom poczatkowym zapisanym binarnie:

h Indeksy poczatkowe blokéw

0| 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
1| 000 010 100 110

2 | 000 100

W h-tym poziomie pogrubione zostaly liczby bez ostatnich i bitéw. Zauwaz-
my, ze w kazdym rzedzie pogrubione liczby tworza kolejne liczby naturalne —
zatem nazwijmy je indeksami poziomowymi. Kolejna obserwacja jest fakt, ze
lewosufiksy i prawoprefiksy, ktére lezaly w tym samym wierzchotku, réznig sie
tylko ostatnim bitem indeksu poziomowego. Poza tym lewosufiksy maja parzy-
sty indeks poziomowy, a prawoprefiksy nieparzysty.

Pozostaje ostatnia obserwacja: sprowadziliémy problem do znalezienia takie-
go poziomu H, ze indeks poziomowy a i b rézni sie tylko na ostatnim bicie — a
ma tam 0, a b ma tam 1. Zatem jest to kwestia znalezienia pierwszego bitu, na
ktorym a i b réznig sie. Mozemy go znalezé sprawdzajac najbardziej znaczacy bit
a® b, gdzie @ to xor bitowy. Najbardziej znaczace bity mozemy preprocesowaé
w O(n), a xor liczymy w O(1) operatorem ~

Wszystkie te rozwazania doprowadzily nas do bardzo prostego rozwiazania:
H to numer najbardziej znaczacego bitu a®b. Tym samym konstruujemy struk-
ture w O(nlogn), i odpowiadamy na zapytania w O(1).

5 Podsumowanie

Mimo bardziej skomplikowanych rozwazan niz przy tabeli potegowej, drzewo
redukcyjne (nazywane disjoint sparse table) stanowi przydatna strukture. Im-
plementacja jest bardzo prosta, a czas dzialania podobny do tabeli potegowe;j.
W kartce o operacjach bitowych jest opisany lepszy sposdb znajdowania naj-
bardziej znaczgcego bitu: mozemy wykorzysta¢ std::__lg(a ~ b).
Disjoint sparse table jest dosyé mato znang struktura. Korzystalem z:

e https://discuss.codechef.com/t/tutorial-disjoint-sparse-table/
17404 — opis dziatania.

e https://eil333.github.io/algorithm/sparse-table.html — przykla-
dowa implementacja.


https://discuss.codechef.com/t/tutorial-disjoint-sparse-table/17404
https://discuss.codechef.com/t/tutorial-disjoint-sparse-table/17404
https://ei1333.github.io/algorithm/sparse-table.html

	Wstep
	Idea
	Zapytania
	Płaszczaki
	Podsumowanie

