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wersja 1.1.2.3

1 Wyszukiwanie ternarne — ternary search

W wyszukiwaniu binarnym korzystaliSmy z monotonicznoéci — pewna funkcja
przez caly czas spelniala pewna relacje <. Jest inna ciekawa galaz funkcji —
funkcje bitoniczne. W skrocie sg to funkcje, ktore najpierw rosna, a potem maleja
(lub na odwrét). Wyszukiwanie ternarne postuzy nam do znalezienia ekstremum
(minimum lub maksimum) takiej funkcji.

1.1 Algorytm

Powiedzmy, Ze na pewnym zakresie [a,b] poszukujemy minimum pewnej funk-
cji bitonicznej. Wyszukiwanie ternarne zmniejszy nam ten zakres, ograniczajac
poszukiwania. Dokona tego poprzez wybranie takich punktéw (c,d), ze dziela
one zakres na trzy czesci. Liczac wartosci funkcji w punktach a, b, ¢, d bedziemy
w stanie zawezi¢ zakres.
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Spéjrzmy na przykladowy rysunek: poniewaz f(a) > f(c) i f(c) < f(d),
ekstremum musi byé¢ gdzies pomiedzy, bo monotonicznosé zmienila sie. Zatem
zawezamy zakres do [a, d]. Analogicznie, gdyby f(c) > f(d) zaweziliby$my zakres
do [e, b]. Jezeli szukaliby$my maksimum, warunki odwrécilyby sie (mogliby$my
wtedy rozpatrywaé funkcje fi(z) = —f(x)).

Najbardziej optaca nam sie¢ dzieli¢ zakres na trzy réwne czesci, aby zawsze
zmniejszaé go o 5. Wtedy zlozono$¢ wyniesie O(logs bo=a0) "o dzie [ag, bo] to po-
czatkowy zakres, a € to wielko$¢ przedziatu, ktéra traktujemy jako dostatecznie
mala.

1.2 Funkcje wypuktle

Fajnym podzbiorem funkcji bitonicznych sa funkcje wypukte. Tez si¢ je w miare
czesto spotyka, a maja przydatne wiasnoéci. W skroécie, sa to funkcje ktére
rosna ciagle tak samo lub coraz szybciej (f”(x) > 0). Przydadza nam sie te
dwie wlasnosci:

e Funkcja h(z) = f(z) + g(z) dla funkcji wypuklych f, g jest wypukla.

e Funkcja h(xz) = max(f(z), g(x)) dla funkcji wypuklych f, g jest wypukla.

Przykladem funkcji wypuklej jest f(z) = z2.

Funkcja wklesta to taka, ze jej odbicie wzgledem osi OX jest funkcjg wypu-
kta.

1.3 Na liczbach catkowitych

Jezeli funkcja jest tylko z liczb catkowitych, mozna uzyé zmodyfikowanego wy-
szukiwania binarnego. Uruchamiamy je po prostu na funkcji

g(x) = [f(z) < f(z +1)]

i szukamy pierwszego parametru, dla ktérego jest to wyrazenie prawdziwe.

1.4 Zadanka
1.4.1 [PA 2013] Swietliki

Oba zadania zapozyczone od Marka Sommera. Wiecej zadan o wyszukiwaniu ter-
narnym: http://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/2017-2018/kartki/22.
11.2017-teoria.pdf

Tres¢ Na plaszczyznie lata n Swietlikow — i-ty z nich znajduje si¢ na poczatku
na wspélrzednych (z;,y;) i ma wektor predkosci (a;, b;). Po czasie t znajdzie sig
w punkcie (x; + a;t, y; + b;t). Niech d oznacza najmniejszy bok kwadratu o bo-
kach réwnoleglych do osi uktadu wspotrzednych, ktérym mozna objaé wszystkie
Swietliki. Chcemy znalez¢ taki czas t, ze wartosé d jest minimalna.


https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/aY_ssaladXvf7PbL_Z5YT4vb/site/?key=statement
http://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/2017-2018/kartki/22.11.2017-teoria.pdf
http://mareksom.w.staszic.waw.pl/kolko/2017-2018/kartki/22.11.2017-teoria.pdf

Rozwigzanie Rozbijmy na razie zadanie na jeden wymiar — przyjmijmy y; =
b; = 0. Swietliki sg na osi, a kwadrat splaszczy! sie do odcinka. d wyraza sie
PIZ€Z Tipazr — Tmin- Przyjrzyjmy sie, jak wyglada wykres x4, wzgledem t: dla
malych ¢ dominuja pozycje $wietlikéw ktore zaczely z duzym z;, ale mozliwe
ze maja a; < 0. Z czasem beda przescigane przez swietliki z wickszym a;. Na
rysunku wykres czerwony reprezentuje .. — jest on maksimum po wykresach
Swietlika szarego, fioletowego, pomaranczowego i niebieskiego.

Formalniej, ,,q, = max; x; + a;t, czyli maksimum po funkcjach liniowych —
w szczegblnodci funkcje liniowe sa wypukle, zatem funkcja x4, jest wypukla.

Przemyslenia sa analogiczne dla x,,;y,, z tym ze wykres jest wklesty — w takim
razie —Zmn jest wypukle. Na podstawie tego wywnioskowaliSmy, ze d(t) =
Tmaz + (—Tmin) jest wypukle, bo jest suma funkcji wypuklych.

Na koniec pozostaje rozpatrzeé kwestie drugiej wspélrzednej. Rozwiazuje-
my analogicznie. Powiedzmy, ze mamy dwie funkcje: d,(t) oraz d,(t), czyli d
wyznaczone wzgledem z 1 y. Jasnym jest, ze d(t) = max(d,(t), d,(t)). A maksi-
mum funkcji wypuktych jest wypukle, wiec d(t) jest wypukle i mozemy po nim
wyszukiwaé ternarnie. Otrzymujemy w ten sposob zlozonosé O(nlogT), gdzie
T to wyznaczony w arbitralny sposéb najwiekszy mozliwy wynik.

2 Roéwnolegle wyszukiwanie binarne

Réwnolegle wyszukiwanie binarne jest wariacja wyszukiwania binarnego po wy-
niku. Bedzie ono dotyczyto zadan, w ktérych oczekujemy na pewno wydarzenie
(trigger), ktére w pewnym momencie zajdzie, i mozemy dla pewnego momen-
tu czasu sprawdzié, czy wydarzenie juz zaszlo. Problem pojawia sie wtedy, gdy
chcemy przechwyci¢ wiele podobnych zdarzen — z pomoca przychodzi réwnolegly
binsercz. A teraz dosy¢ abstrakcji, przechodzimy do zadanek.



2.1 Zadanka
2.1.1 Moment zespdjnienia

Tresé Mamy sobie graf o n wierzchotkach i liste m krawedzi F. Kazda krawedz
charakteryzowana jest przez (u;,v;,t;) — wierzcholki, ktére laczy (nieskierowa-
nie) oraz czas, w ktérym staje sie aktywna. Mamy tez ¢ zapytan, ktére pytaja
nas, w ktérym najwczesniejszym momencie 7; pewne dwa wierzchotki aj,b; sa
w tej samej spdjnej skladowej (istnieje pomiedzy nimi $ciezka).

Rozwigzanie Gdyby zapytanie bylo tylko jedno wystarczyloby zrobi¢ Find &
Union (Disjoint-Seta) na wierzchotkach i odpowiednio je taczyé, posortowawszy
krawedzie po czasie aktywacji. Waznym jest, ze krawedzie nie znikaja, a wynik
7 mozemy wyszukiwaé¢ binarnie. Niestety, wyszukujac binarnie, i tak musimy
w O(m - a(n)) zasymulowaé caly proces, wiec to podejscie nie ma sensu w
przypadku jednego zapytania, i wydawaloby sie, ze réwniez przy wielu. A moze
jednak...?

Dla kazdego z ¢ zapytan wyznaczmy zakres [p;, q;) reprezentujacy, w jakim
przedziale zawiera sie ;. Na poczatku tym zakresem jest [0, + 1], gdzie T
to maksymalny czas aktywacji (powiedzmy, ze jezeli wyjdzie nam wynik 7; =
T + 1, to znaczy ze wierzcholki zawsze sa w réznych spéjnych). Podobnie jak w
binserczu strzelimy w wynik r; = | 239 |,

Jednak tutaj jest twist: kazde z zapytan zostawi trigger, ktéry powie nam:
»jezeli jeste§ teraz w chwili r;, to sprawdz czy wierzcholtki u; i v; sa potaczone,
i powiedz mi”. Zatem normalnie zasymulujemy w O(m - a(n)) proces dodawa-
nia krawedzi, a kazde zapytanie ma teraz odpowiedZ na nurtujace je pytanie
»czy méj wynik 7; jest co najmniej taki jak r;7”. Za jego pomoca odpowied-
nio ograniczy swéj zakres o polowe, tak samo jak w wyszukiwaniu binarnym.
Sprawdzenia zadzialaja w O(q - a(n)).

Otrzymalismy rozwiazanie w O(logT - (m + q) - a(n)).

2.1.2 Meteoryty

Tres¢ Na wyjatkowo niebezpiecznej planecie codziennodcia sa deszcze mete-
oréwﬂ Nieroztropnie wybudowano tam n domkéw, ponumerowanych od 1 do
n, kazdy o wytrzymalosci na meteory rﬂ W zwiazku z prognozowanymi m
deszczami meteoréw obejmujacymi domki o numerach od z; do y; o sile s; i
przebiegajacymi w momencie ¢;, wladciciele domkéw chcag wiedzie¢, w ktérym
momencie czasu 7; beda zmuszeni przeprowadzié ewakuacje (z powodu znisz-
czenia ich domku). Domek jest zniszczony, gdy suma s; opadéw, ktére go obej-
mowaly, przekracza r;.

Rozwigzanie Teraz pdjdzie o wiele prosciej. Deszcze meteoréw mozemy sy-
mulowaé struktura danych dodajaca na przedziale i pozwalajaca na zapytania na

1To jest prawie tresé zadania [Final XVIII OI] Meteory| z lekkim uproszczeniem.
2oryginalna tresé sugeruje, ze sa to stacje badawcze zbierajace meteory, ale badzmy powazni
— ,badacze” nie sa Swiadomi zagrozenia, jakie stanowia regularne deszcze meteordw.


https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/czzVm7v3I58TnPHzBgWiyELT/site/?key=statement

punkcie (np. drzewo przedzialowe przedzial-punkt albo drzewo Fenwicka) w zlo-
zonosci O(logn). Triggery sa postaci ,,czy w punkcie ¢ spadlo juz r; meteor6w?”,
i wktadamy je w pewien czas z;, bedacy kandydatem na 7;. Wystarczy sprawdzié¢
warto$¢ w punkcie naszej struktury. Sumaryczna zlozono$é rzedu O(m log;2 n).

3 Wartosci i wagi

Na koniec prosty trik z wyszukiwaniem binarnym po wyniku. Wyobrazmy sobie,
ze sprowadziliémy zadanie do zbierania przedmiotéw o wartoéciach v; i wagach
w; na pewnych zasadach, i chcemy teraz zmaksymalizowaé wynik a:
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Mozna sie tutaj latwo ztapa¢ w pulapke podejécia zachlannego, ale zamiast
tam utknaé¢ warto rozwazy¢ wyszukiwanie binarne po wyniku. Zastanéwmy sie,
czy umiemy otrzyma¢ wynik réwny co najmniej « i przeksztalémy:
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Przeksztalémy teraz nasze wartosci i pozbadzmy sie wag:

vl =v; — aw;
Zauwazmy, ze teraz » vj = Y. v; — a y_ w;. Uprosciliémy zatem zadanie do
wybrania przedmiotéw na takich samych zasadach, ale teraz maja tylko wartosci
i chcemy znalez¢ dowolny podzbiér sumujacy sie do nieujemnej liczby.

3.1 Zadanka

Dwa proste zadania wykorzystujace ten koncept.

3.1.1 [KI] Diamenty

Tres¢ W tym zadaniu mamy dane n diamentéw o wartoéciach v; i wagach w;.
Naszym zadaniem jest wybra¢ podzbiér rozmiaru k maksymalizujacy

2. i
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http://ki.staszic.waw.pl/task.php?name=diamenty

Rozwigzanie Aplikujemy trik, rozwazamy teraz dla pewnego « istnienie pod-
zbioru wielkosci & o nieujemnej sumie sposréd liczb v = v; — aw;. Jest to try-
wialne — wystarczy je posortowaé i sprawdzi¢ czy k najwiekszych to spelnia.
Mozna tez uzy¢ nth_element, aby nie narzucaé¢ czynnika O(logn) w zlozono-
$ci. Wtedy sumaryczna zlozono$é jest rzedu O(nT), gdzie T to liczba iteracjﬂ
wybrana jako wystarczajaca, by znalez¢ optymalny wynik.

3.1.2 [Warsztaty finalowe 2019] Podrézujacy kupiec

Tres¢ Mamy graf skierowany, w ktérym krawedzie maja przydzielone wartosci
v; oraz czasy przejécia t;. Naszym zadaniem jest znalezé taki cykl, w ktérym

E v;

krawedzie, ktére do niego naleza, maksymalizuja o

Rozwigzanie Tworzymy nowe wagi v, = v; — at; i ponownie rozpatrujemy
nasza nieréwnosc:

Zvi—aZti>0<:>ng>0

Zastandéwmy sie nad jej znaczeniem: chcemy znalezé taki cykl, ze suma wag
krawedzi na nim jest nieujemna. Rozwazmy zamiast tego problem dualny w
grafie, w ktérym wagi krawedzi sa zanegowane (v) = —v}). Otrzymujemy

Dz 0e= > 1) <0

A problem znalezienia cyklu, w ktorym suma wag krawedzi jest ujemna,
umiemy latwo rozwiazaé¢ algorytmem Bellmana-Forda w O(|V||E|). Wlasnie
stad takie przeksztalcenie — ujemny cykl umiemy rozwiaza¢. Kojarzy nam si¢
z rzeczami mozliwe najkrétszymi, a algorytmy na najkrotsze Sciezki znamy.
Sumaryczna zlozonosé O(|V||E| - T), gdzie T to liczba iteracji.

D

3W wyszukiwaniu binarnym kazda iteracja ogranicza zakres na ktérym moze znajdowaé
sie wynik o polowe. Korzystajac z triku warto uwazaé na liczbe iteracji — testowane a wlasci-
wie musimy przechowywac jako liczbe zmiennoprzecinkowa, a mozliwe, ze bedzie sie od nas
wymagaé znalezienia dokladnego utamka.



https://sio2.staszic.waw.pl/c/warsztaty-finalowe-2019/dashboard/
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