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1 Wstep

Tym razem bedziemy rozwazaé strukture najczesciej wykorzystywana do rozwia-
zywania statycznej wersji problemu RMQ — Range Minimum Query (przedzia-
lowe zapytania o minimum w pewnym ciggu). Latwo jest to rozwiazaé drzewem
przedzialowym z konstrukcja w czasie O(n) i zapytaniami O(logn). Jednakze,
tabela potegowa (sparse table, czasem spotyka si¢ takze nazwe stownik podstéw
bazowych) rozwiaze ten problem z czasem konstrukcji O(nlogn) i zapytaniami

o(1).

‘ Drzewo przedzialowe ‘ Tabela potegowa

Konstrukeja O(n) O(nlogn)
Pamieé O(n) O(nlogn)
Zapytania O(logn) o(1)
2 Idea

Algorytmicy lubia potegi dwéjki. Skupimy sie na dwoch wtasnosciach tychze:

e Podwojenie potegi dwojki daje kolejna potege dwojki.

2k 4 28 = 2M*!
e W ogélnosci, 2U1°227) jest najwieksza potega dwoéjki nieprzekraczajaca n.
Podwojenie takich poteg dwéjki przekracza n:
2\_10g2 n| + 2|_log2 n| >n

Nie sg to zbyt skomplikowane wlasnosci, pozostaje nam tylko znalezé dla
nich zastosowanie. Wezmy nasz ciag a = (a1, as, ..., a). Powiedzmy, ze chce-
my preprocessowa¢ minima dla wszystkich przedzialow diugosci poteg dwdjki.

Wtlasnos¢ pierwsza pozwoli nam to szybko zrobié, a za pomoca wlasnosci drugiej
bedziemy odpowiadaé¢ na zapytania.



3 Konstrukcja

Tabela potegowa utrzymuje tablice T (7), przechowujace minimum na przedziale
[i, i+ 2’“) dla kazdego 0 < k < log, n (wigksze k przechowywalyby przedzialy
dtuzsze niz ciag). Spamietywane sg wszystkie indeksy 0 < i < n — 2* (inne
ponownie wykraczalyby poza ciag). Oczywistym jest, ze To(i) = a;. Natomiast
z pomoca wlasnosci pierwszej z radoscia stwierdzamy, ze:

min(Ty (1), Tr (i 4 2%)) = Ty (i)

A zatem, aby obliczy¢ wszystkie T (i), wystarczy iterowaé sie od najmniej-
szych poteg dwojki, i odwolywaé si¢ do wezesniej policzonej tablicy. W podob-
ny sposéb robimy to w drzewie przedzialowym, lecz tym razem robimy to dla
wszystkich indekséw, a nie tylko dla ustalonych.

4 Zapytania

Otrzymujemy zapytanie o minimum na przedziale [I,7) — musimy policzy¢:

min(ag, Gj41, ..., Gr—2, Gr_1)

Oznaczmy jego dlugoé¢ jako d = r — [ i przyjrzyjmy sie wlasnosci drugiej.
Wiynika z niej, ze aby pokry¢ caly przedzial [I,r) wystarcza nam dwa przedzialy
wielkosci 2U1°82 4] Skad pokrywanie? Stad, ze mozemy wykorzystaé¢ przydatna
wlasno$é minimum — idempotentnosé:

min(min(a, b), min(b, ¢)) = min(a, b, ¢)

Zatem mozemy wybraé¢ pewne przedzialy, na ktérych znamy minimum, i z
tych wartosci wziagé minimum. W ten sposob otrzymamy minimum na zakresie
bedacym suma wszystkich przedzialow, ktore wlasnie wzieliSmy. W tym wypad-
ku chcemy otrzymaé¢ minimum na [I,7).

Zastanéwmy sie, jaka wybraé strategie pokrycia przedzialu. Zauwazmy, ze
nie mozemy wybraé przedzialu niedotykajacego jednego z koncow (I i r — 1),
bo w ten spos6b powstale na koncach przedzialy musialyby zostaé jeszcze raz
zostaé zapelnione. Rozwazmy to na przykladzie podciagu (as, aq, ..., ag):

a3 a4 a5 Qag a7y ag Qg
Mamy | = 3, r = 10, d = r — | = 7, zatem 2U°%24 = 4. Sprébujmy
wykorzystaé przedzial [4, 8).
a a4 a5 Gg ar ag ag

Widaé, ze zgubiliSmy (as) oraz (as,ag). Pozostaje jedyny stuszny wniosek:
wykorzystaé przedzialy zaczepione na poczatku oraz na koncu.

as a4 a3 ag ay ag agy

A zatem pokazaliSmy, ze wystarczajace jest wykorzysta¢ dwa przedzialy.
Oznaczmy e = |log, d]. Wystarczy wykorzysta¢ T, (l) oraz T (r — 2°).



5 Podsumowanie

5.1 Wybér operacji

Wykonywang operacja nie musi by¢ minimum. Mozemy wykonywaé¢ dowolng
operacje o, o ile spelnia ona nastepujace wlasnosci:

e g oa = a — po pierwsze, idempotentnosé. Wielokrotna aplikacja tego sa-
mego argumentu nie zmienia wyniku. Jest potrzebna, bo przedzialy wy-
korzystywane przy odpowiadaniu na zapytanie beda sie pokrywaly.

e aob=boa— przemiennosc.

e (aob)oc=ao(boc) - lacznosé.
Przyklady takich operacji (idempotentnych):
e Minimum

e Maksimum

e Najwiekszy wspélny dzielnik (ged), tudziez najmniejsza wspélna wielo-
krotnosé (lem)

e or bitowy

e and bitowy

5.2 Dynamicznos¢é

Niestety, poniewaz duza liczbie komérek tablic T} zalezy od danego indeksu, nie
da sie efektywnie modyfikowaé tabeli potegowe;j.

5.3 Implementacja

e Aby liczyé¢ podloge logarytmu dwdéjkowego, mozemy go preprocesowaé w
oddzielnej tablicy, lecz mozemy takze wykorzystaé funkcje std::__1g.

e Lepiej uwazaé na zuzycie pamieci — sparse table zbudowane na ciggu 10°
liczb 32-bitowych zuzyje okoto 75MB.

5.4 Wielowymiarowa tabela potegowa

Mozna napisa¢ dwuwymiarowg tabele potegowa, dziatajaca na prostokatnej ta-
blicy n x m, z konstrukcja w czasie O(nmlognlogm). W tym wypadku kluczem
jest procesowanie wszystkich prostokatéw wielkoéci 2F x 2¢. Przy zapytaniach
o prostokat nalezy wykorzystywaé prostokaty zaczepione w rogach prostokata z
zapytania.



6 Zadanka

Podobnie jak w przypadku innych struktur danych, kluczem do wykorzystania
tabeli potegowej jest sprowadzenie problemu do czegos, co umie ona rozwia-
zaé: zapytan o funkcje idempotentng na przedzialach statycznego ciagu. Warto
zauwazy¢, ze mozna z nia np. wyszukiwa¢ binarnie.

Tabela potegowa ma inng ciekawa ceche: jezeli uda nam sie w czas rozwia-
zania wepchnad jej konstrukcje, to moze nam znaczaco uprosci¢ implementacje.
Na przyktad, gdy robimy algorytm z gasienica, zamiast utrzymywac¢ dodatkowe
zmienne utrzymujace wynik pewnej operacji na przedziale, mozemy po prostu
odwolywaé sie do struktury. Niestety, takie uproszczenie ma swojg ceng — narzut
czasowy 1 zuzycie pamieci.

e [SPOJ] Range Minimum Query — na przetestowanie struktury
e [XXVI OI] Klubowicze 2
e [Codeforces] CGCDSSQ

Spora lista zadan znajduje sie tutaj: https://cp-algorithms.com/data_
structures/sparse-table.html#toc-tgt-5.


https://www.spoj.com/problems/RMQSQ/
https://szkopul.edu.pl/problemset/problem/iNO3dMisUj2wQ_ywbKfWLlpi/site/?key=statement
https://codeforces.com/contest/475/problem/D
https://cp-algorithms.com/data_structures/sparse-table.html#toc-tgt-5
https://cp-algorithms.com/data_structures/sparse-table.html#toc-tgt-5
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